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Мета роботи. Розробити ефективний підхід до визначення математичних функціональних співвідношень 
для високоточного опису нелінійних залежностей відносної магнітної проникності від індукції магнітного поля 
із врахуванням анізотропії сучасних марок холоднокатаних електротехнічних сталей, що застосовуються у 
виробництві нових серій силових трансформаторів. 

Методи дослідження. Дослідження проводилися із застосуванням методів інтерполяції, апроксимації, 
регресійного аналізу, математичної фізики, теорії електромагнітного поля.  

Отримані результати. Проведені дослідження методів функціонального представлення нелінійних хара-
ктеристик намагнічування феромагнітних матеріалів, у тому числі, холоднокатаних анізотропних електро-
технічних сталей. Запропонований уточнюючий підхід до збільшення розмірності вихідних даних на основі ме-
тоду сплайн-інтерполяції на базисі поліномів Ерміта для цифрованих даних характеристик намагнічування, 
що виключає збільшення похибок визначення відносних магнітних проникностей на ділянках між вузловими 
значеннями магнітної індукції. Для математичного опису залежностей відносної магнітної проникності від 
індукції магнітного поля розроблений спеціальний функціональний базис із функціями Гауса і додатковими фу-
нкціями похибок, що забезпечує безперервність похідних різних порядків при фіксованих значень кутів між на-
прямом прокатування анізотропної електротехнічної сталі та магнітного потоку. Застосовано метод нелі-
нійної регресії у структурі вбудованих функцій прикладного пакету MathCAD для високоточного визначення 
векторів коефіцієнтів регресії у функціональних описах  відносних магнітних проникностей. Шляхом верифіка-
ції і валідіції результатів уточнюючої нелінійної регресії із даними розрахунків за узагальненою методикою та 
з експериментальними даними доводиться істотне зменшення відносних похибок, що не перевищують 1,62% 
при фіксованих значень кутів між напрямом прокатування анізотропної електротехнічної сталі та магнітно-
го потоку. Застосування нових рівнянь регресії істотно покращує умови для польового моделювання електро-
магнітних полів у режимі неробочого ходу силового трансформатора в структурі засобів Comsol Multiphysics, 
забезпечуючи стійкість ітераційних обчислювальних процесів. 

Наукова новизна. Реалізований новий підхід до збільшення розмірності вхідних масивів на основі сплайн-
інтерполяції масивів цифрованих даних характеристик намагнічування для фіксованих значень кутів між на-
прямами прокатування електротехнічної сталі і магнітного потоку. Для рівнянь нелінійної регресії розробле-
ний новий функціональний базис із функціями Гауса та додатковими функціями похибок для математичних 
описів із безперервними похідними для залежностей відносних магнітних проникностей анізотропних холодно-
катаних електротехнічних сталей від індукції магнітного поля із високою точністю в інтервалі зміни кутів 
між напрямами прокатування та магнітного потоку від 0о до 90о. 

Практична цінність. Запропоновані у роботі підходи і методики для базису функцій Гауса і додаткових 
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функцій похибок дозволяють істотно підвищити точність визначення нелінійних характеристик анізотроп-
них електротехнічних сталей і зменшити відносні похибки до 1,62% при зміні кутів між напрямами прокату-
вання та магнітного потоку від 0о до 90о. 

Ключові слова: характеристики намагнічування; анізотропія; відносна магнітна проникність, 
сплайн-інтерполяція, функціональний базис, метод нелінійної регресії, електромагнітне поле 

I. ВСТУП 

Комплексне вирішення питання енергоефектив-
ності та енергоощадності при транспортуванні і роз-
поділі електричної енергії потребує створення нових 
типів трансформаторного обладнання із покращеними 
параметрами і характеристиками, насамперед, пара-
метрами неробочого ходу. До параметрів неробочого 
ходу відносять втрати і струм неробочого ходу, що 
визначаються як паспортні дані на етапі конструктор-
ської підготовки виробництва а також під час випро-
бувань силових трансформаторів [1], [2]. 

Підвищення точності проектування обумовлює 
застосування нових удосконалених підходів, що ба-
зуються на даних дослідження електромагнітних про-
цесів у силових трансформаторах засобами математи-
чного моделювання із застосуванням спеціалізованого 
програмного забезпечення і високоресурсної обчис-
лювальної техніки [3]–[6]. Найбільше розповсюджен-
ня для польового моделювання електромагнітних по-
лів у силових трансформаторах отримали сучасні 
спеціалізовані пакети комп’ютерних програм: Ansys 
[8], Comsol Multiphysics [7], Femm [9] та інші. Для 
чисельного моделювання у структурі засобів усіх за-
значених програм необхідно визначити вихідний фу-
нкціональний вигляд залежностей відносної магнітної 
проникності анізотропної холоднокатаної електротех-
нічної сталі від модуля індукції магнітного поля і ку-
тів між напрямами магнітного потоку і прокатування. 
Саме точність такого визначення буде впливати на 
точність розрахунків параметрів неробочого ходу 
трансформаторного обладнання. Тому розробка висо-
коточних математичних описів нелінійних залежнос-
тей для магнітних властивостей анізотропних рулон-
них електротехнічних сталей визначається, як актуа-
льна задача для теоретичної електромеханіки і для 
практики конструкторської підготовки виробництва 
нових серій силових трансформаторів. 

II. АНАЛІЗ ДОСЛІДЖЕНЬ І ПУБЛІКАЦІЙ 

Експериментальні нелінійні магнітні властивості 
для анізотропних електротехнічних сталей, як прави-
ло, наводять у графічній формі у вигляді кривих на-
магнічування (Рис.1 )[10]: 
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де H, B – модулі векторів напруженості та індук-
ції магнітного поля, { }000000 90,60,45,30,15,0=α  – 
кути між напрямами магнітного потоку і прокатування. 

Для математичного представлення нелінійних 
залежностей характеристик намагнічування (1) було 
реалізовано багато підходів із функціями різних видів 
[11]–[13], а саме: дрібно-лінійними, експоненціальни-
ми і логарифмічними функціями, гіперболічними фу-
нкціями і функціями з арктангенсами, поліноміаль-
ними і степеневими функціями з експоненціальними 
поправками, функціями з рядами Фур’є, кусково-
лінійними та кусково поліноміальними функціями. 
Значна кількість даних підходів і різних видів функ-
цій пов’язана із прагненням до підвищення точності 
математичних описів на характерних ділянках кривих 
намагнічування відповідних марок феромагнітних 
матеріалів і електротехнічних сталей за відсутності 
потреби їх узагальнення. 

Питання узагальнення математичних описів кри-
вих намагнічування були розроблені у роботах відо-
мих авторів [14], [15]. Це вимагає, з однієї сторони, 
представлення кривих намагнічування у вигляді добу-
тку виду: 

 ( ) H,HB о ⋅⋅= μμ  (2) 

а, з іншої сторони, унормування залежності 

 ( )Hμμ =  (3) 

із перетворенням до безрозмірного виду: 

 ( )*** Hμμ =  (4) 

з нормуючими співвідношеннями: 

 .
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Проте розглянуті вище окремі [12], [13] та уза-
гальнюючі підходи (2) – (6) [14], [15] до математично-
го представлення нелінійних залежностей магнітних 
властивостей анізотропних електротехнічних сталей 
(1) не повною мірою відповідають вимогам польового 
моделювання змінних у часі процесів електромагніт-
ного перетворення енергії у магнітних системах сило-
вих трансформаторів. Це зумовлено особливостями 
алгоритмів та чисельної реалізації МСЕ, що реалізу-
ється у ПЗ, наприклад, Comsol Multiphysics, для мате-
матичної моделі магнітних властивостей у вигляді [8]: 

 ( )BBH o μμ ⋅=  (7) 
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В окремому випадку представлення відносної 
магнітної проникності анізотропної холоднокатаної 
електротехнічної сталі за обґрунтованих у роботі [14] 
спрощень тензор магнітної проникності може мати 
вигляд: 

 
( )

( )
( )B11
1B1
11B

z

y

x

μ
μ

μ
μ =  (8) 

а його компоненти визначаються умовними спів-
відношеннями виду [16 – 18]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 900zyx BBBBB == ∪=∪∪ αα μμμμμ   

Таким чином, вимоги до точності польового мо-
делювання визначають потребу у високоточних мате-
матичних описах нелінійних залежностей відносної 
магнітної проникності від індукції магнітного поля B 
для відповідних ділянок магнітної системи силового 
трансформатора 

III. МЕТА РОБОТИ 

Метою роботи є розробка ефективного підходу 
до визначення математичних функціональних спів-
відношень для високоточного опису нелінійних зале-
жностей відносної магнітної проникності від індукції 
магнітного поля із врахуванням анізотропії сучасних 
марок холоднокатаних електротехнічних сталей, що 
застосовуються у виробництві нових серій силових 
трансформаторів. 

IV. ВИКЛАДЕННЯ ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ І 
АНАЛІЗ ОТРИМАНИХ РЕЗУЛЬТАТІВ 

У разі представлення ділянок анізотропних фе-
ромагнітних матеріалів ізотропними середовищами із 
нелінійними властивостями (1) необхідно визначити 
вектор функцій залежності відносної магнітної про-
никності від індукції магнітного поля [18] 
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компоненти якого мають відповідати компонен-
там вектора кутів між напрямами індукції і напрямом 
прокатування для експериментальних кривих намаг-
нічування електротехнічної сталі  (Рис. 1) [10]: 

 ( )000000 90,60,45,30,15,0=α  (10) 

Для зменшення впливу суб’єктивних факторів у 
перетворенні графічних форм нелінійних кривих на-
магнічування [10] до цифрових масивів даних засто-
совується спеціалізована програма Graph2Digit із ста-
тусом freeware [19].  

Для компонентів вектору функцій (9) і вектору 
значень кутів (10) з кривими намагнічування (Рис. 1) 
необхідно поставити у відповідність парно зв’язані 
один з одним масиви дискретних значень напружено-

сті та індукції магнітного поля: 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }i,15i,15i,0i,0 0000 B,H,B,H ; 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }i,45i,45i,30i,30 0000 B,H,B,H ; 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }i,90i,90i,60i,60 0000 B,H,B,H , 

а також отримати комбінації масивів значень 
відносної магнітної проникності, що зв’язані з маси-
вами значень магнітної індукції: 
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де індекс j відповідає компонентам вектора кутів 
(10), а індексом i позначається номер дискретного 
значення у масивах даних для відносних магнітних 
проникностей та індукцій. 

Під час оцифрування графіків кривих намагнічу-
вання виникають похибки, які можуть істотно збіль-
шуватися із збільшенням числа вузлових точок тому, 
що відстань між ними стає співрозмірною із товщи-
ною кривих на графіках (Рис. 1). Для компенсування 
впливу зазначених факторів доцільно істотно змен-
шити кількість вузлових точок оцифрування і засто-
сувати методи сплайн-інтерполяції, сплайн-
апроксимації для збільшення розмірності масивів з 
цифровими даними (11) [20]–[22]. 

Для кожного інтервалу між дискретними значен-
нями індукції магнітного поля для функцій інтерпо-
ляції даних (11) необхідно здійснити унормування 
виду: 

.10,BBB,
BB

BB
1ij,ij,

ij,1ij,

ij, ≤≤≤≤
−

−
= +

+
ββ  

Тоді функції інтерполяції кубічними сплайнами 
для кожної пари зв’язаних масивів даних з (11) можна 
об’єднати у систему: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )( )
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 (12) 

де базисні поліноми Ерміта третього ступеня 
мають вид [23]: 
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1 – кубічна сплайн-інтерполяція (кут 0°); 2 – цифрові дані (кут 0°); 3 – кубічна сплайн-інтерполяція (кут 15°); 4 – цифрові дані (кут 15°); 6 
– кубічна сплайн-інтерполяція (кут 30°); 6 – цифрові дані (кут 30°); 7 – кубічна сплайн-інтерполяція (кут 45°); 8 – цифрові дані (кут 45°); 9 

– кубічна сплайн-інтерполяція (кут 60°); 10 – цифрові дані (кут 60°); 11 – кубічна сплайн-інтерполяція (кут 90°); 12 – цифрові дані (кут 
90°) 

Рисунок 1. Характеристики намагнічування анізотропної холоднокатаної електротехнічної сталі 3408 [9]

Для загального формулювання задачі інтерполя-
ції [23]: 

 ( )
⎩
⎨
⎧ = i,jji,j

int ,B
j

μΓμ  (14) 

необхідно визначити невідомі компоненти век-
тора ( ){ nj,1,j0,jj ,...,, γγγΓ = , що забезпечують міні-
мальну кривизну функцій інтерполяції (12) на ділян-
ках між вузловими точками у зв’язаних парах масивів 
(11) і задовольняють умовам мінімізації функціоналів 
[24]: 
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 (15) 

Розв’язання задачі (14), (15) дозволяє поставити 
вектор функцій інтерполяції у відповідність вектору 
функцій (9) для масивів цифрованих даних (10), (11): 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪

⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
0

090
0

060
0

045

0
030

0
015

0
00

90
int

60
int

45
int

30
int

15
int

0
int

int

B,,,B,B,

,B,,B,,B,

ΓμΓμΓμ

ΓμΓμΓμ
μ (16) 

Метод кубічної сплайн-інтерполяції дозволив за-
побігти, з однієї сторони, «розхитуванню» функцій 
інтерполяцій між вузловими точками [23], а, з іншої 
сторони, отримати функції інтерполяції із безперерв-
ними похідними ( ) dBd intμ . Тому метод кубічної 
сплайн-інтерполяції (14), (15) дозволяє без зростання 
похибок істотно збільшити розмірність масивів циф-
рованих даних  
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і забезпечити однакову розмірність масивів вхід-
них даних для кожного значення кута між вектором 
індукції магнітного поля і напрямом прокатування 
анізотропної електротехнічної сталі (10):  
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Вектор функцій апроксимації масивів цифрова-
них даних (17) будується на базисі функцій Гауса від 
аргументу 2B  і додаткових функцій похибок [24] від 
аргументів ( )B,B2 . Тоді компоненти вектора функцій 
(9) будуть представлені у вигляді: 
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jμ

 (18) 

Знаходження коефіцієнтів регресії у співвідно-
шеннях (18) для цифрованих даних у масивах (17) 
здійснюється у структурі засобів MathCAD із застосу-
ванням методів і вбудованої функції нелінійної регре-
сії genfit [8], [25]. Точність рівнянь нелінійної регресії 
(18) визначається шляхом порівняння максимальних 
відносних похибок для системи функцій: 

 ( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅

−
100

max

)B(
max

i,j

i,ji,j
apr
j

μ

μμ
 (19) 

для масивів цифрованих даних (11), а також для 
даних розрахунків за узагальненою методикою [15]). 

За узагальненою методикою [15] похибка розра-
хунків відносної магнітної проникності для анізотро-
пної електротехнічної сталі 3408 поступово збільшу-
ється від 5,4% до 15% при збільшенні кута між на-
прямами магнітного потоку і прокатування від 0о до 
90о (Табл. 1). 

Похибка уточненої нелінійної регресії (19) є зна-
чно меншою і належить інтервалу 0,612…1,62%. Це 
забезпечує високий рівень збігу розрахункових даних 
для рівнянь нелінійної регресії (19) з вихідними циф-
рованими даними (11) (рис.2). 

Додатковою перевагою уточненої нелінійної ре-
гресії із спеціальним базисом функцій (18) є відсут-
ність точок розривів у похідних, що істотно покращує 
умови числової реалізації для польового моделювання 
у структурі засобів Comsol Multiphysics [15]. 

 

 
1 – уточнена нелінійна регресія (кут 0°); 2 – цифрові дані (кут 0°); 3 – уточнена нелінійна регресія (кут 15°); 4 – цифрові дані (кут 15°); 6 – 
уточнена нелінійна регресія (кут 30°); 6 – цифрові дані (кут 30°); 7 – уточнена нелінійна регресія (кут 45°); 8 – цифрові дані (кут 45°); 9 – 
уточнена нелінійна регресія (кут 60°); 10 – цифрові дані (кут 60°); 11 – уточнена нелінійна регресія (кут 90°); 12 – цифрові дані (кут 90°) 
Рисунок 2.  Валідація даних уточненої нелінійної регресії для відносної магнітної проникності анізотропної 
холоднокатаної електротехнічної сталі 3408 
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Таблица 1. Порівняння точності розрахунків 
відносної магнітної проникності анізотропної 
електротехнічної сталі 3408  

Максимальна відносна похибка Значення кутів 
між напрямами 
прокатування і 
магнітного по-
току на ділян-
ках магнітної 
системи 

Для узагальненої 
методики [8] 

Для уточненої 
нелінійної ре-
гресії (18) 

0о 1.619% 5.372% 
15о 0.944% 7.390% 
30о 0.637% 8.230% 
45о 0.593% 11.082% 
60о 0.939% 12.203% 
90о 0.723% 15.008% 

V. ВИСНОВКИ 

На основі методу кубічної сплайн-інтерполяції 
розроблена методика збільшення розмірності цифро-
ваних даних для характеристик намагнічування анізо-
тропних холоднокатаних електротехнічних сталей, що 
виключає «розхитування» значень відносної магнітної 
проникності на ділянках між цифрованими даними і 
підвищує точність визначення коефіцієнтів регресії.  

Для математичного опису із нерозривними похі-
дними нелінійних залежностей відносної магнітної 
проникності анізотропної холоднокатаної електротех-
нічної сталі запропоновано спеціальний базис на ос-
нові лінійних комбінацій функцій Гауса і додаткових 
функцій похибок. 

Уточнена методика математичного опису нелі-
нійних залежностей відносної магнітної проникності 
на основі методу нелінійної регресії із спеціальним 
базисом функцій Гауса і додаткових функцій похибок 
дозволяє зменшити до 1,62% похибки розрахунків для 
всього інтервалу зміни магнітних індукцій і кутів між 
напрямами прокатування і магнітного потоку на діля-
нках магнітної системи трансформатора. 
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Цель работы. Разработать эффективный подход для определения математических функциональных со-
отношений для высокоточного описания нелинейных зависимостей относительной магнитной проницаемости 
от индукции магнитного поля с учетом анизотропии современных марок холоднокатаных электротехнических 
сталей, которые применяются в производстве новых серий силовых трансформаторов. 

Методы исследования. Исследования проводились с применением методов интерполяции, аппроксима-
ции, регрессионного анализа, математической физики, теории электромагнитного поля. 
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Полученные результаты. Проведены исследования методов функционального представления нелинейных 
характеристик намагничивания феромагнитних материалов, в том числе, холоднокатаных анизотропных 
электротехнических сталей. Предложен уточняющий подход к увеличению размерности исходных данных на 
основе метода сплайн-интерполяции на базиси полиномов Эрмита для цифровых данных характеристик на-
магничивания, что исключает увеличение погрешностей определения относительных магнитных проницаемо-
стей на участках между узловыми значениями магнитной индукции. Для математического описания зависи-
мостей относительной магнитной проницаемости от индукции магнитного поля разработан специальный 
функциональный базис с функциями Гаусса и дополнительными функциями погрешностей, обеспечивающий 
непрерывность производных различных порядков при фиксированных значений углов между направлением про-
катки анизотропной электротехнической стали и магнитного потока. Применен метод нелинейной регрессии 
в структуре встроенных функций прикладного пакета MathCAD для высокоточного определения векторов 
коэффициентов регрессии в функциональных описаниях относительных магнитных проницаемостей. Путем 
верификации и валидации результатов уточняющей нелинейной регрессии с данными расчетов по обобщенной 
методике и с экспериментальными данными получено существенное уменьшение относительных погрешно-
стей, которая не превышают 1,62% при фиксированных значений углов между направлением прокатки анизо-
тропной электротехнической стали и магнитного потока. Применение новых уравнений регрессии существен-
но улучшает условия для полевого моделирования электромагнитных полей в режиме холостого хода силового 
трансформатора в структуре средств Comsol Multiphysics, и обеспечивает устойчивость итерационных вы-
числительных процессов. 

Научна новизна. Реализован новый подход к увеличению размерности входных массивов на основе сплайн-
интерполяции массивов цифровых данных характеристик намагничивания для фиксированных значений углов 
между направлениями прокатки электротехнической стали и магнитного потока. Для уравнений нелинейной 
регрессии разработан новый функциональный базис с функциями Гаусса и дополнительными функциями по-
грешностей для математических описаний с непрерывными производными для зависимостей относительных 
магнитных проницаемостей анизотропных холоднокатаных электротехнических сталей от индукции маг-
нитного поля с высокой точностью в интервале изменения углов между направлениями прокатки и магнитно-
го потока от 0º до 90º. 

Практическая ценность. Предложенные в работе подходы и методики для базиса функций Гаусса и до-
полнительных функций погрешностей позволяют существенно повысить точность определения нелинейных 
характеристик анизотропных электротехнических сталей и уменьшить относительные погрешности до 
1,62% при изменении углов между направлениями прокатки и магнитного потока от 0 º до 90°. 

Ключевые слова: характеристики намагничивания; анизотропия; относительная магнитная прони-
цаемость, сплайн-интерполяция, функциональный базис, метод нелинейной регрессии, электромагнитное 
поле.
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PERMEABILITY FUNCTIONAL DEPENDENCIES OF ANISOTROPIC 
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Purpose. To develop an effective approach for the determination of mathematical functional relationships for the 
high-precision description of the nonlinear dependences of the permeability on the magnetic flux density, taking into 
account the anisotropy of modern cold-rolled electrotechnical steel, which are used in the production of new series of 
power transformers. 

Methodology. The researches were carried out using interpolation methods, approximation, regression analysis, 
mathematical physics, electromagnetic field theory. 

Findings. The methods of functional conception of nonlinear characteristics of magnetization of ferromagnetic 
materials, including cold-rolled anisotropic electrotechnical steels, are researched. An adjustment approach is pro-
posed to increase the dimension of the initial data, based on the spline interpolation method on the Hermite polynomial 
basis for the digital data of the magnetization characteristics. This excludes an increase of the errors in determining the 
permeabilities in the sections between the nodal values of the magnetic flux density. For a mathematical description of 
the dependences of the permeability on the magnetic flux density, a special functional basis with Gaussian functions 
and additional error functions has been developed, that ensures the continuity of derivatives of various orders at fixed 
angular values between the rolling direction of anisotropic electrical steel and magnetic flux. The method of nonlinear 
regression in the structure of function package of the Mathcad software for the high-precision determination of regres-
sion coefficient vectors in functional descriptions of permeabilities is applied. With the help of verification and valida-
tion of the results, which adjusting nonlinear regression with computational data using the generic method and with 
experimental data, a significant decrease in the relative errors that do not exceed 1.62% for fixed angles between the 
direction of rolling of anisotropic electrical steel and magnetic flux is obtained. The application of the new regression 
equations substantially improves the conditions for the field simulation of electromagnetic fields in the open-circuited 
mode of the power transformer in the Comsol Multiphysics software, and ensures the stability of iterative computing 
processes. 

Originality. A new approach to increasing the dimension of input arrays, based on spline interpolation of digital 
data arrays of magnetization characteristics for fixed angles between the directions of rolling of the electrical steel and 
magnetic flux is implemented. For nonlinear regression equations, a new functional basis with Gaussian functions and 
additional error functions for mathematical descriptions with continuous derivatives for the dependences of the perme-
abilities of anisotropic cold-rolled electrotechnical steels on the magnetic flux density with high accuracy in the range 
of angles variation between the rolling directions and magnetic flux from 0º to 90º. 

Practical value. The approaches and techniques for the basis of Gaussian functions and additional error functions 
proposed in this paper make it possible to significantly improve the accuracy of determining the nonlinear characteris-
tics of anisotropic electrotechnical steels. Also to reduce the relative errors to 1.62% when the angles between direc-
tions of rolling of the electrotechnical steels and magnetic flux vary from 0° to 90°. 

Keywords: magnetization characteristics; anisotropy; permeability; spline interpolation; functional basis; non-
linear regression method; electromagnetic field 
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