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Мета роботи. Дослідження електромагнітних параметрів тролеїв шинопроводу, та верифікація отри-
маних результатів розрахунку за допомогою просторової (3D) та плоско-паралельної (2D) математичних 
польових моделей. 

Методи дослідження. Дослідження проводилися із застосуванням методів теорії електромагнітного по-
ля, інтерполяції та апроксимації, математичної фізики, скінченних елементів. 

Отримані результати. Розроблена математична просторова модель електромагнітних процесів в ста-
левому тролейному шинопроводі у часовій постановці задачі розподілу електромагнітного поля. Отримані 
залежності розподілу еквіпотенціальних ліній результуючої z-складової вектору магнітного потенціалу уз-
довж шинопроводу, а також розподілу результуючої нормальної складової магнітної індукції і напруженості 
магнітного поля у поперечному (XY) перетині при несинусоїдальному струмі в тролеях шинопровода. Доведено, 
що уздовж довжини шинопроводу, у поперечному їх перетині, магнітне поле прагне до плоско-паралельної 
форми. Нев’язка модуля векторного магнітного потенціалу уздовж довжини шинопроводу не перевищує 0,9-
1,2%. Для зменшення розмірності задачі, обчислювальних ресурсів та часу на розрахунок, запропонована 
двомірна плоско-паралельна математична модель у частотній постановці розподілу електромагнітного поля. 
Для врахування нелінійних магнітних властивостей сталевих тролеїв запропоновано визначення ефективної 
кривої намагнічування для нелінійної двовимірної задачі електромагнітного поля шинопровода. Отримані ре-
зультати верифікації, за розрахованим падінням напруги, підтверджують високу точність розрахунку та 
достовірність отриманих результатів (похибка не перевищує 1,88%÷2,06%) двовимірної моделі у частотній 
постановці по відношенню до просторової моделі в постановці задачі залежної від часу електромагнітного 
поля. 

Наукова новизна. Запропоновано математичну двомірну модель електромагнітних процесів у частотній 
постановці задачі розподілу електромагнітного поля в тролейному шинопроводі, що враховує конструктивні 
особливості, нелінійність магнітних та електрофізичних властивостей матеріалів, ефекти близькості, 
поверхневі та зовнішні поверхневі ефекти, вплив гармонійних складових струму на падіння напруги та втрати 
потужності в процесі електропередачі, яка дозволяє з високою точністю і ефективністю чисельної реалізації 
визначити параметри тролей шинопроводу для відповідних значень амплітуд та частот віщих гармонік стру-
му. 

Практична цінність. Проведена верифікація за розрахованим падінням напруги підтверджуює високу 
точність розрахунку та достовірність отриманих результатів (похибка не перевищує 1,88%÷2,06%) 
двовимірної моделі у частотній постановці по відношенню до просторової моделі в постановці задачі 
залежної від часу розподілу електромагнітного поля. 

Ключові слова: шинопровід; електромагнітне поле; 3D та 2D модель; метод; гармоніки; частота, 
верифікація. 

I. ВСТУП 

Забезпечення технологічних операцій для ви-
робництва металургійної енергоємної продукції за 
допомогою застосування підйомно-транспортних 
механізмів, в тому числі кранових електроприводів, 
а також сучасних потужних станків ЧПУ в цехах 
підприємств є досить енергоємним. Тому для моде-

рнізації власних енергосистем підприємств металу-
ргійної та інших промисловостей України необхід-
но застосування сучасних рішень в області енерго-
ресурсозбереження. Системи цехового електропос-
тачання повинні відповідати жорстким вимогам 
високої надійності, ефективності та безпеки, забез-
печуючи при цьому високу якість електричної ене-
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ргії. Сучасні системи цехового електропостачання 
можуть мати значну протяжність від 300 метрів і 
більше. Тому, їх параметри і електричні характери-
стики істотно впливають на якість електроенергії, 
режими роботи електроприймачів і енергоефектив-
ність технологічних процесів [1]. Широке застосу-
вання силових напівпровідникових перетворювачів 
в усіх галузях промисловості дозволило підвищити 
енергоефективність промислових установок, знизи-
ти споживання електроенергії, підвищити якість 
продукції, що виготовляється [2]. 

Але вони призводять до генерації вищих гар-
монійних складових у струмопроводах постійного і 
змінного струму, що негативно позначається на 
коефіцієнті потужності мережі [3]. Припустимий 
гармонійний склад струмів і напруг регламентова-
ний стандартом [4], [5]. Наявність вищих гармонік, 
а також їх відхилення від нормованих значень, не-
гативно впливає на ефективність і надійність еле-
ментів системи електропостачання, зокрема цехо-
вих шинопроводів. Вони можуть призводити до 
істотного збільшення електричних опорів шиноп-
роводів, падіння напруги, втрат, зниження коефіці-
єнта потужності, перегріву провідників шинопро-
водів і виходу їх з ладу 

II. АНАЛІЗ ДОСЛІДЖЕНЬ І ПУБЛІКАЦІЙ 

Відомо, що класичні інженерні методи розра-
хунку параметрів і електромагнітних характеристик 
тролейного шинопровода в різних режимах роботи 
різноманітних струмоприймачів, засновані на ціло-
му ряді припущень [1,2], які можуть призводити до 
суттєвої похибки розрахунку, що не задовольняє 
сучасним вимогам до енергоефективності. Поряд з 
класичними методами найбільш популярними на 
сьогоднішній день в інженерній практиці, а також 
серед дослідників, застосовуються методи  схемно-
го моделювання [6]-[15]. Параметри схем, як пра-
вило, визначаються на основі узагальнених рівнянь. 
Ці рівняння отримані в наслідок ряду припущень і 
наближень, що значно обмежує область їх викорис-
тання. Застосування методик на їх основі не дозво-
ляє забезпечити необхідну точність і достовірність 
результатів, врахувати вплив гармонійного складу 
струмів і напруг, нелінійність властивостей актив-
них матеріалів, поверхневі ефекти, ефекти близько-
сті та ін. Методи оцінки впливу гармонійного скла-
ду струмів і напруг на параметри і характеристики 
шинопроводів, запропоновані в [16], засновані на 
емпіричних залежностях і не враховують геометрію 
активних матеріалів, а також їх електромагнітні 
властивості. 

Набуло поширення застосування методів роз-
рахунку на основі польового моделювання для ши-
рокого класу задач електротехніки [17]-[18]. Їх ос-
новним обмеженням є необхідність використання 
спеціалізованого програмного забезпечення, високі 
витрати обчислювальних ресурсів і часу на чисель-

ну реалізацію. 
В роботах [17] - [20] пропонується визначати 

електромагнітні параметри електротехнічних сис-
тем перетворення змінного струму на основі реалі-
зації найефективнішої 3D моделі електромагнітно-
го поля для завдання в time step формулюванні. 
Такий підхід дозволяє враховувати нелінійність 
властивостей активних матеріалів, гармонійний 
склад струмів і напруг, але вимагає значних витрат 
часу на чисельну реалізацію через необхідність 
збіжності розрахунку кожного часового шару. В 
роботі [19] було запропоновано модель поля у час-
тотному формулюванні. Такий підхід вимагає зна-
чно менших витрат часу на чисельну реалізацію і 
дозволяє врахувати окремо вплив кожної гармоній-
ної складової струму і напруги на параметри і ха-
рактеристики шинопроводів. Однак, використання 
частотного формулювання розрахунку розподілу 
електромагнітного поля може бути застосовано 
тільки для лінійних задач. Для врахування неліній-
ності магнітних властивостей в [18] запропоновано 
використання ефективних значень магнітних влас-
тивостей феромагнітних матеріалів. Це дозволяє 
враховувати нелінійність властивостей як основних 
струмоведучих, так і допоміжних матеріалів в час-
тотних постановках розрахунку розподілу магніт-
ного поля. 

Тому актуальним завданням є розробка мате-
матичної двомірної моделі в частотних постановках 
розрахунку розподілу магнітного поля, яка врахо-
вує конструктивні особливості, нелінійність магні-
тних та електрофізичних властивостей матеріалів, 
ефекти близькості, поверхневі та зовнішні поверх-
неві ефекти, вплив гармонійних складових струму 
на падіння напруги та втрати потужності в процесі 
електропередачі, яка дозволяє у порівнянні з 3D 
польовою моделлю з високою точністю і ефектив-
ністю чисельної реалізації визначити параметри 
тролеїв шинопровода для відповідних значень амп-
літуд та частот віщих гармонік струму. 

III. МЕТА РОБОТИ 

Дослідження електромагнітних параметрів 
тролеїв шинопроводу, та верифікація отриманих 
результатів розрахунку за допомогою просторової 
(3D) та плоско-паралельної (2D) математичних 
польових моделей. 

IV. ВИКЛАДЕННЯ ОСНОВНОГО 
МАТЕРИАЛА І АНАЛІЗ ОТРИМАННИХ 

РЕЗУЛЬТАТІВ 

При дослідженні особливостей розподілу еле-
ктромагнітного поля в активній частині тролейного 
шинопроводу приймаються наступні припущення 
та умови [2], [4], [6], [7]: 

- відсутні монтажні тримачі шинопроводу, бо-
лтові з’єднання, а також його кріпильних елемен-
тів; не враховуються електрофізичні властивості 
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ізоляторів, їх опір дорівнює нескінченності; 
- у випадку наявності металевого екрануючого 

кожуха шинопроводу, розподіл магнітного поля за 
межі розрахункової області відсутній. При цьому, 
магнітне поле, що створюється струмами, які про-
тікають в тролеях шинопроводу, локалізується в 
сталевому кожусі і не виходить за його межі; 

 - приймається, що струми зміщення відсутні; 
 - електротехнічні системи цехового наванта-

ження симетричні, струми що протікають в шиноп-
роводах рівні за амплітудним значенням, фазовий 
зсув між фазами шинопроводу складає 120 ел. град; 

 - в середовищі моделювання електромагніт-
них процесів шинопроводу відсутні вільні заряди. 

 Для розрахунку просторового магнітного поля 
формуються розрахункові області для найпошире-
ніших тролейних шинопроводів з прямокутного 
профілю ( рис.1). Для цих розрахункових областей 
системи з тролейних шинопроводів відповідають 
рівняння для векторного магнітного потенціалу [8]: 

 { } { }ArotB =   (1) 

де B - вектор магнітної індукції, Тл; A  - вектор 
магнітного потенціалу Вб/м. 

Геометрична просторова модель тролейного 
шинопровода має підобластні компоненти з різни-
ми електричними та магнітними властивостями: 
фазні тролеї шинопроводу (1 – фаза А, 1 – фаза В, 3 
– фаза С); 4 – кронштейн; 5 – ізолятор; 6 – повітря 
(рис.1.) 

Для багатоелементного модельного середови-
ща тролейних фазних шинопроводів з різними маг-
нітними і електрофізичними властивостями, систе-
ма рівнянь другого порядку в вираженні векторно-
го магнітного потенціалу (1) має вигляд [9]: 
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де V – електричний потенціал, В; σ(Θ) – питома 
електропровідність, См/м; µ – відносна магнітна 
проникність; 7

0 104 −⋅⋅= πμ  – магнітна постійна, 
Гн/м; εr – відносна діелектрична проникність; Θ – 
температура, К; ω – кутова частота, рад/с; Je – 
щільність стороннього джерела струму, А/м; j – 
індекси, що відповідають розрахунковим компоне-
нтам геометричної розрахункової області (рис. 1). 

 

 
Рисунок 1. – Геометрична розрахункова область 
тролейних шинопроводів 

Температурний режим шинопроводу вважа-
ється стаціонарним і оцінюється відповідно до да-
них [10]. Питома електрична провідність шинопро-
воду враховується у відповідності з [11]: 
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де 0σ  – питома електрична провідність шинопро-
вода; ρα  – температурний коефіцієнт опору; 0Θ  - 
температура шинопровода при визначенні питомої 
електричної провідності шинопровода за довідни-
ковими значеннями [11]; Θ  - температура шиноп-
ровода під робочим струмовим навантаженням. 

У тривимірному просторі вектор магнітного 
потенціалу має вигляд [12]: 

jizjiyjixji AAA ,,,, kjiA ++=   (4) 

Для системи рівнянь (2.2) задаються умови 
Коші для визначення початкових умов [13]: 

.AA ,ii t 00
   =

=
 (5) 

У відповідності [13], [14] система рівнянь (2) 
доповнюється умовами калібрування Кулона: 

{ } 0=Adiv   (6) 

Умови сполучення для магнітних і електрич-
них полів можна сформулювати у вигляді [15, 16]: 
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61

61

0

1
0

0

   (7) 

де H  - напруженість магнітного поля; E - напру-
женість електричного поля. 

На зовнішніх границях розрахункової області 
задаються граничні умови [17]: 
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Для врахування магнітних властивостей мате-
ріалів (сталь, мідь) застосовуються залежності 

( )H,Bf=μ , що наведені в [27]-[29]. 

Щільність фазного струму в шинопроводі ви-
значається співвідношенням [18]: 

coil
ф

ф A
I

eJ =   (9) 

де фI  - фазний струм; A  - поперечний переріз 

ефективного провідника; coile - векторна змінна, 
що представляє локальну щільність шинопровода, 
його довжину й поперечний переріз. 

Трифазну систему струмів шинопроводів з 
врахуванням вищих гармонік представлено у ви-
гляді: 
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 (10) 

де kψ  - кут зсуву k -ї гармоніки струму від основ-
ної; mkI  - амплітуда k -ї гармоніки струму. 

Методи щодо визначення індуктивності і вза-
ємної індуктивності контурів зі струмом [19]-[24] 
справедливі для умови рівномірного розподілу фаз 
щільності векторів струму в струмопровідних еле-
ментах. Однак, при врахуванні вищих гармонік 
струму, умова рівномірного розподілу може не ви-
конуватись, тому доцільним являється застосуван-
ня інтегральних співвідношень енергії магнітного 
поля, а також активної, реактивної та повної поту-
жностей. 

Енергія магнітного поля в геометричних еле-
ментах конструкції шинопроводу з врахуванням 
вищих гармонік струму може бути представлена у 
вигляді [23], [24]: 

 

( ) .dxdydzHB
2
1W

n

1k jV
kkjk ∑

=
∫∫∫ ⋅=

 (11) 

Питома енергія магнітного поля: 

 jjkjk VWw =  (12) 

де jV  - об’єм струмопровідних елементів розраху-
нкової моделі ( 3,2,1j = ); 

Активні втрати та питомі активні втрати в 
геометричних елементах конструкції шинопровода 
з врахуванням вищих гармонік струму можуть бути 
представлені у вигляді [23, 24]: 

 ( )  ,dxdydzP
n

1k V

*
k

1
jjk

j

∑ ∫∫∫
=

− ⋅= JJσ  (13) 

 jjkjk VPp = . (14) 

Реактивна потужність: 

 ∑∑
==

⋅⋅⋅=⋅=
n

1k
jk

n

1k
jkjk Wkf2WQ πω  (15) 

Повна потужність: 

 
3,2.,1

22

=
+=

j
kkjk QPS , (16) 

Повний опір фазних шинопроводів може бути 
представлено у вигляді [23, 24]: 
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=
j

i
jj

jeZZ
ϕ , (17) 

або 
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jk

k
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, (18) 

або 

 
3,2,1

22

=
+=

j
kkjk XRZ , (19) 

Активний опір фазних шинопроводів: 

 
jk

k
jk S

PR =  (20) 

Індуктивність фазних шинопроводів: 

 
jk

k
jk

WL 2

2
I
⋅

=  (21) 

Індуктивний опір фазних шинопроводів: 

 
jkjkjk LkfLX ⋅⋅⋅⋅== πω 2   (22) 

Падіння напруги в фазних шинопроводах: 

 
jk

k
jk

Z
U

I
=Δ  (23) 

На рис.2 наведені результати просторового 
польового моделювання у вигляді розподілу екві-

49



ISSN 1607-6761 (Print)       «ЕЛЕКТРОТЕХНІКА ТА ЕЛЕКТРОЕНЕРГЕТИКА» № 1 (2021)          

ISSN 2521-6244 (Online)                  Розділ «Електроенергетика»                  

 
 

потенціальних ліній результуючої z-складової век-
тору магнітного потенціалу уздовж шинопроводів, 
а також розподілу результуючої нормальної скла-
дової магнітної індукції і напруженості магнітного 
поля у поперечному (XY) перетині при несинусої-
дальному струмі фазних шинопроводів. Результати 
просторового польового моделювання отримані за 

допомогою методу кінцевих елементів в структурі 
засобів ПЗ COMSOL Multiphysics. Кількість пере-
тинів дорівнює 10, які рівномірно розподілені уз-
довж довжини всього шинопровода.  

 

 
 

Рисунок 2. Результати чисельного просторового моделювання розподілу електромагнітного поля в тролейних 
шинопроводах 

Тролеї виконані з прямокутного стального профілю 
розміром 30х30х4 при значенні струму основної 
гармоніки 1mI =75А. Амплітудні значення струмів 
вищих гармонік обиралися згідно стандарту [25], в 
якому задекларовані норми генерації гармонійних 
складових струму для симетричних трифазних еле-
ктромеханічних систем (табл. 1) при коефіцієнті 
короткого замикання sceR =33 в.о. 

Для візуалізації даних чисельного моделюван-
ня відображається область локалізації магнітного 
поля для моменту часу, коли струм фази А ліміту-
ється максимальним амплітудним значенням при τ 
= 0,005с. Ця область відповідає діапазону змін мо-
дуля векторного магнітного потенціалу, для фази А 
обмеженого значеннями minA = 0,4 10-3 Вб/м та 

maxA = 0,405 10-4 Вб/м; для фази В – minA = 0,85 

10-4 Вб/м та maxA = 0,867 10-4 Вб/м; для фази С – 

minA = 1,05 10-4 Вб/м та maxA = 1,062 10-4 Вб/м 
(рис.2). Як показує аналіз, уздовж довжини шиноп-
роводів у поперечному їх перетині магнітне поле 
прагне до плоско-паралельної форми. Нев’язка мо-
дуля векторного магнітного потенціалу уздовж до-
вжини шинопроводів не перевищує 0,9-1,2%. Тому 
доцільним є перехід від просторового до плоско-
паралельного формулювання розподілу електрома-

гнітного поля, так як чисельна реалізація просторо-
вої моделі електромагнітного поля змінного у часі є 
дуже складна і потребує значних обчислювальних 
ресурсів та часу на розрахунок. 

Таблица 1. – Норми генерації гармонійних 
складових струму для симетричних трифазних 
технічних засобів 

Гранично допусти-
ме значення 
гармонійної 
складової 

струму, Ik/I1, % 

Гранично допус-
тиме значення 
коефіцієнта 
гармонійних 
складових, % 

Номер гармоніки 

Міні-
мальне 
зна-
чення 

sceR , 
в.о. 

 5 7 11 13 
СКГС  ЧЗКГС 

33 10,
7 

7,
2 3,1 2 13 22 

66 14 9 5 3 16 25 
120 19 12 7 4 22 28 
250 31 20 12 7 37 38 
≥350 40 25 15 10 48 46 
Для істотного скорочення розмірність задачі 

та підвищення ефективності обчислення пропону-
ється для розрахунку розподілу електромагнітного 
поля в елементах конструкції тролейних шинопро-
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водів застосовувати відому польову модель у час-
тотному формулюванні [30]-[33]. 

Система рівнянь Максвелла формулюється 
для комплексних амплітуд векторного магнітного і 
електричного потенціалів в геометричних електро-
провідних областях тролейного шинопровода, за 
наявності сталевого кожуха і оточуючого їх елект-
роізоляційного середовища (повітря): 
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, (24) 

де 12
0 10854,8 −⋅=ε  – електрична постійна, Ф/м; V  

– комплексна амплітуда електричного потенціалу, 
В; rμ  – ефективна магнітна проникність; індекс 

0=j  – відповідає області електроізоляційного та 
навколишнього середовища; індекси nj ...2,1=  – 
відповідають областям струмопровідних тролеїв і 
кожуха. 

Проекції векторного магнітного потенціалу та 
електричні потенціали є параметричними функція-
ми кутовий частоти змінного струму. Формулю-
вання розподілу електромагнітного поля в плоско- 
паралельному наближенні та має наступний вигляд 
[34-35]: 
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 (25) 

де xi , yi , zi  - просторові одиничні вектори. 

Система рівнянь (2), (24) доповнюється умо-
вами калібрування Кулона, умовами сполучення 
областей з різними електричними і магнітними 
властивостями і умовами електричної і магнітної 
ізоляції на зовнішніх межах за допомогою рівнянь 
(6)-(8). Щільність фазного струму в шинопроводі 
визначається співвідношенням (9). 

Трифазна система струмів шинопроводів для 
польової стаціонарної моделі у частотному форму-
люванні для кожної окремої частоти та амплітуди 
гармоніки має вигляд: 
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, (26) 

де kI  - ефективне значення струму k -ї гармоніки; 

kf  - частота струму k -ї гармоніки; 

При застосуванні польової моделі при частот-
ному формулюванні поля потрібно визначати ефек-
тивну криву намагнічування для нелінійної двови-
мірної задачі електромагнітного поля шинопрово-
дів, які виготовлені зі сталі. Для визначення ефек-
тивної кривої намагнічування сталі потрібно засто-
сувати просторову польову модель в постановці 
задачі залежної від часу протікання електромагніт-
них процесів в шинопроводі. Нелінійні властивості 
сталі можна представити як ефективні властивості 
певного ізотропного та однорідного уявного мате-
ріалу [29], [36], [37]. 

 В умовах дії змінного струму уявний матеріал 
буде мати магнітні властивості сталі, які мають 
нелінійну залежність від магнітної індукції та на-
пруженості магнітного поля [30]. 

 Згідно [29], [36], [37] для створення ефектив-
ної кривої сталі для двовимірної моделі електрома-
гнітного поля, величини магнітної індукції B  та 
напруженості магнітного поля H можуть бути ви-
значенні як функція простору та часу: 

 ( ) ( ) ( )( )++⋅= rtrBtrB xx ϕω22 cos,   

 ( ) ( )( )rtcosrB yy ϕω +⋅+ 22  , (27) 

 ( ) ( ) ( )( )++⋅= rtcosrHt,rH x
22

x ϕω   

 ( ) ( )( )rtcosrH y
22

y ϕω +⋅+ .  (28) 

Для формування ефективної кривої намагні-
чування сталі враховується лише залежність магні-
тної індукції від часу ( )tB , яка представляє собою 
періодичну функцію, значення якої змінюються від 

minB  до maxB , та набувають цих значень в залежно-
сті від фазових кутів xϕ  та yϕ  при певних значен-
нях xB  та yB . [29], [38]. Апроксимація функціона-
льної залежності магнітної індукції ( )tB  викону-
ється в залежності від xϕ , yϕ , xB , yB . [29]. Завдя-
ки чого можна отримати сімейство кривих намагні-
чування [29]. В [29], [39] автори пропонують для 
забезпечення простої та ефективної апроксимації 
прирівняти фазові кути xϕ  та yϕ , тобто yx ϕϕ = , а 
залежності ( )tB  замінити на подібну до функції 

( )tωcos  [29], [39]. 

Залежність магнітної індукції від часу ( )tB  
для математичної моделі (26), що виражена у фор-
мулюванні векторного магнітного потенціалу, згід-
но [40] можна представити у вигляді: 

 ( ) ( )tcosB̂tB ω⋅=  (29) 

Щодо залежності напруженості магнітного від 
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часу ( )tH  згідно [39]: 

 ( ) ( )tcosĤtH ω⋅=  (30) 

Магнітні властивості уявного матеріалу на ос-
нові відомої кривої намагнічування сталі марки 
Ст.3 можна описати за допомогою методу серед-
ньоквадратичного значення [39] для вже відомих 
часових залежностей магнітної індукції від часу 

( )tB  та напруженості магнітного поля ( )tH : 
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B̂
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B
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скз
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== 0

212

, (31) 

де T  - період періодичних функцій ( )tB  та ( )tH . 

Враховуючи залежність (32), згідно [29, 38] 
ефективна магнітна проникність визначається за 
наступним рівнянням: 
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Ĥ

dttB
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скз
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212

μ . (32) 

Враховуючи відомі значення скзH  та скзB  мо-
жна побудувати ефективну криву намагнічування 
сталі марки Ст.3. Розв’язання рівняння (26) мето-
дом скінчених елементів використовуються рів-
няння (29) для розрахунку середньоквадратичного 
значення ( )tB , а для ( )tH  - рівняння (30) [29], [38]. 

При розрахунку електромагнітних параметрів 
поля, а також активних та індуктивних параметрів 
шинопроводів при частотному формулюванні зада-
чі, для кожної амплітуди та частоти відповідної k -ї 
гармоніки виконується умова суперпозиції для еле-
ктромагнітного поля за законом Біо-Савара [40]: 

 
⎪⎩
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k
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Для двовимірної польової моделі у частотній 
постановці задачі енергія магнітного поля, в геоме-
тричних елементах конструкції шинопровода з вра-
хуванням вищих гармонік струму відповідно до 
(12) може бути представлена у вигляді [23, 24]: 

 ( ) .
j

dxdyHBW
n

k S
kkjk ∑ ∫∫ ⋅=

=12
1

 (34) 

де jS  - площа перетину j -го елементу геометрич-
ної моделі трифазних шинопроводів ( j =1,2,3). 

Активні втрати: 

 ( )  .
1

*1∑ ∫∫ ⋅=
=

−n

k S
kjjk

j
dxdyP JJσ  (35) 

Враховуючи рівняння (36) та (37) повний, ак-
тивний та реактивний опори можна визначити від-
повідно до рівнянь (19), (21), (23). Падіння напруги 
в фазних шинопроводах відповідно до (24). 

Для визначення точності розрахунку пропоно-
ваної двовимірної польової моделі у частотній по-
становці, а також підтвердження достовірності та 
прийнятності умов суперпозиції електромагнітного 
поля при декомпозиції електромагнітних процесів у 
тролейних шинопроводах для окремих амплітуд та 
частот k -х гармонік струму необхідно провести 
верифікацію розрахунків часозалежної просторової 
моделі електромагнітного поля у формуваннях век-
торного магнітного потенціалу за (2) та двовимір-
ної моделі електромагнітного поля у формуваннях 
векторного магнітного потенціалу при частотній 
постановці задачі за (25). 

На рис.3 наведені результати двовимірного 
польового моделювання при частотній постановці 
задачі у вигляді нормальної складової магнітної 
індукції для сталевих тролейних шинопроводів ку-
ткової форми за амплітудою і частою основної гар-
моніки струму (рис. 3, а), та у вигляді розподілу 
вектору магнітного потенціалу за амплітудою і час-
тою k =1,5,13 гармонік струму (рис. 2.3, б, в, г), 
відповідно до табл. 1. Початкові данні моделюван-
ня повністю відповідають даним при моделюванні 
просторового електромагнітного поля (рис.2). 
При зростанні частоти гармоніки струму, незалеж-
но від амплітуди k -ї гармоніки фазовий зсув між 
вектором струму та вектором падіння напруги зме-
ншується: при f =50Гц – 

50=fAϕ =45,24 ел. град, 

50=fBϕ =164,94 ел. град, 
50=fCϕ =-75,35 ел. град; при 

f =250Гц – 
250=fAϕ =29,35 ел. град, 

250=fBϕ =148,94 

ел. град, 
250=fCϕ =-91,5 ел. град; при f =650Гц – 

650=fAϕ =20 ел. град, 
650=fBϕ =140,24 ел. град, 

650=fCϕ =-100,43 ел. град. Це обумовлено зростан-

ням впливу процесами підмагнічення фази В, що 
викликано відстаючим вектором струму фази А 
відносно фази В, та розмагнічення фази В, що ви-
кликано випереджаючим вектором струму фази А 
[41]. Зростання впливу процесів підмагнічення та 
розмагнічення при більших значеннях f  призво-
дить до зміни напрямку вектору магнітного потен-
ціалу у зоні локалізації шинопровода фази В (рис. 
3, б, в, г). 
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                        а)                                б) 

 
                  в)                                       г) 

а) нормальної складової магнітної індукції при f =50Гц mI = 1mI А; б) розподіл вектору магнітного потенціалу при f =50Гц , 

mI = 1mI А ;в) розподіл вектору магнітного потенціалу при f =250Гц , mI =0,107 1mI А;  г) розподіл вектору магнітного потенціалу при 

f =650Гц , mI =0,002 1mI А; 

Рисунок 3. Результати двовимірного польового моделювання при частотній постановці задачі для сталевих 
тролейних шинопроводів куткової форми 

Згідно [40] результуюче значення падіння на-
пруги від сумарної дії k -х гармонік струму можна 
визначити за наступним виразом: 

 ∑=
k jkjрез UU 2ΔΔ  (36) 

Результуюче значення повного опору шиноп-
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роводів від вищих гармонік струму, враховуючи 
(20) можна визначити за наступним рівнянням: 

( ) =+== ∑∑
jk

kk
k jkjрез XRZZ 222  

 j

2
рез

2
рез XR +=

. (37) 

В табл. 2 наведені значення падіння напруги, 
розрахованої за просторовою моделлю електромаг-
нітного поля за (2) та значення результуючого па-
діння напруги за двовимірною польовою моделлю 
у частотній постановці задачі. Результати верифі-
кації за розрахованим падінням напруги підтвер-
джують високу точність розрахунку та достовір-
ність отриманих результатів (похибка не переви-
щує 1,88%÷2,06%) двовимірної моделі у частотній 
постановці по відношенню до просторової часоза-
лежної моделі електромагнітного поля. 

Таблица 2. Результати верифікації моделей 
електромагнітного поля 

 
Розраховані 
парамет-
ри резUΔ , 

В/м 

За прос-
торовою 
моделлю 

За двови-
мірною 

моделлю у 
частотному 
формулю-
ванні 

Відносна 
нев’язка,% 

 

фаза А 0,2253 0,2208 1,99 
фаза В 0,2273 0,2226 2,06 
фаза С 0,2285 0,2242 1,88 
Таким чином двовимірна польової моделі у 

частотній постановці задачі дозволяє з високою 
точністю та ефективністю чисельної реалізації про-
водити декомпозицію електромагнітних процесів в 
тролейних шинопроводів та для кожної відповідної 
амплітуди та частоти k -ї гармоніки мережевого 
струму визначати електромагнітні параметри та 
параметри тролейних шинопроводів з врахуванням 
їх конструктивних особливостей, нелінійність маг-
нітних та електрофізичних властивостей матеріалів, 
ефекту близькості, поверхневих та зовнішніх пове-
рхневих ефектів. 

V. ВИСНОВКИ 

Запропоновано математичну модель для за-
вдання у частотному формулюванні електромагніт-
них процесів в сталевих та мідних тролеях шиноп-
ровода, що враховує конструктивні особливості, 
нелінійність магнітних та електрофізичних власти-
востей матеріалів, ефекти близькості, поверхневі та 
зовнішні поверхневі ефекти, вплив гармонійних 
складових струму на падіння напруги та втрати 
потужності в процесі електропередачі, яка дозволяє 
з високою точністю і ефективністю чисельної реа-

лізації визначити параметри тролеїв шинопровода 
для відповідних значень амплітуд та частот вищих 
гармонік струму. 

Отримані значення падіння напруги, розрахо-
ваної за просторовою моделлю електромагнітного 
поля та значення результуючого падіння напруги за 
двовимірною польовою моделлю у частотній по-
становці задачі. Результати верифікації за розрахо-
ваним падінням напруги підтверджують високу 
точність розрахунку та достовірність отриманих 
результатів (похибка не перевищує 1,73%÷1,9%) 
двовимірної моделі у частотній постановці по від-
ношенню до просторової моделі в постановці зада-
чі залежної від часу електромагнітного поля. 

Запропонована математична модель для за-
вдання у частотному формулюванні електромагніт-
них процесів в сталевих та мідних тролеях шиноп-
ровода може застосовуватись для розрахунку пара-
метрів, втрат напруги, енергії магнітного поля та 
активних втрат для різних форм тролеїв шинопро-
вода та відстаней між ними з урахуванням та без 
урахування екрануючих елементів для кожних k -х 
гармонік мережевого струму. 
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Цель работы. Исследование и анализ параметров троллейных шинопроводов, в условиях действия высших 

гармонических составляющих тока, с учетом конструктивных особенностей, нелинейности магнитных и эле-
ктрофизических свойств материалов, эффектов близости, поверхностных и внешних поверхностных эффек-
тов. 

Методы исследования. Исследования проводились с применением методов теории электромагнитного 
поля, теории электрических цепей, математической физики, конечных элементов, интерполяции, аппроксима-
ции и регрессионного анализа. 

Полученные результаты. Разработана математическая пространственная модель электромагнитных 
процессов в стальном троллейном шинопроводе во временной постановке задачи распределения электромаг-
нитного поля. Получены зависимости распределения эквипотенциальных линий результирующей z-
составляющей вектора магнитного потенциала вдоль шинопровода, а также распределения результирующей 
нормальной составляющей магнитной индукции и напряженности магнитного поля в поперечном (XY) сечении 
при несинусоидальном токе в троллеях шинопровода. Доказано, что вдоль длины шинопровода, в поперечном 
их пересечении, магнитное поле стремится к плоско-параллельной форме. Невязка модуля векторного магнит-
ного потенциала вдоль длины шинопровода не превышает 0,9-1,2%. Для уменьшения размерности задачи, вы-
числительных ресурсов и времени на расчет, предложена двухмерная плоско-параллельная математическая 
модель в частотной постановке распределения электромагнитного поля. Для учета нелинейных магнитных 
свойств стальных троллеев предложено определение эффективной кривой намагничивания для нелинейной 
двумерной задачи электромагнитного поля шинопровода. Полученные результаты верификации, по рассчи-
танному падению напряжения, подтверждают высокую точность расчета и достоверность полученных ре-
зультатов (погрешность не превышает 1,88% ÷ 2,06%) двумерной модели в частотной постановке, по отно-
шению к пространственной модели, в постановке задачи зависимой от времени электромагнитного поля. 

Научна новизна. Предложена математическая двухмерная модель электромагнитных процессов в час-
тотной постановке задачи распределения электромагнитного поля в троллейном шинопроводе, учитывающая 
конструктивные особенности, нелинейность магнитных и электрофизических свойств, эффекты близости, 
поверхностные и внешние поверхностные эффекты, влияние гармонических составляющих тока на падение 
напряжения и потери мощности в процессе электропередачи, которая позволяет с высокой точностью и эф-
фективностью численной реализации определить параметры троллей шинопровода для соответствующих 
значений амплитуд и частот весших гармоник тока. 

Практическая ценность. Проведена верификация по рассчитанному падению напряжения подтвержда-
ющая высокую точность расчета и достоверность полученных результатов (погрешность не превышает 
1,88% ÷ 2,06%) двумерной модели в частотной постановке. по отношению к пространственной модели. в по-
становке задачи зависимой от времени распределения электромагнитного поля. 

Ключевые слова: шинопровод; электромагнитное поле; 3D и 2D модель; метод, гармоники; частота, ве-
рификация. 
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Purpose. Research and analysis trolley busbar’s parameters in condition of higher current harmonic actions, with 
taking into account the structural features of nonlinearity of magnetic and electrical properties of materials, proximity 
effects, surface and external surface effects. 

Methodology. The researches were carried out using the electromagnetic field theory methods, the electrical 
circuit theory, mathematical physics, finite elements, interpolation, approximation and regression analysis. 

Findings. The mathematical spatial model of electromagnetic processes in a steel trolley busbar in time statement 
of a problem of distribution of an electromagnetic field is developed. The dependences of the distribution of 
equipotential lines of the resulting z-component of the magnetic potential vector along the busbar, as well as the 
distribution of the resulting normal component of magnetic induction and magnetic field strength in the transverse (XY) 
cross section at non-sinusoidal current in busbar trolleys is obtained. Along the length of the busbar, in their cross sec-
tion, the magnetic field tends to a plane-parallel shape it is proved. The error of the modulus of the vector magnetic 
potential along the length of the busbar does not exceed 0.9-1.2%. To reduce the dimension of the problem, 
computational resources and calculation time, a two-dimensional plane-parallel mathematical model in the frequency 
setting of the electromagnetic field distribution is proposed. To take into account the nonlinear magnetic properties of 
steel trolleys, to determine the effective magnetization curve for the nonlinear two-dimensional problem of the 
electromagnetic field of the busbar it is proposed. The verification results, according to the calculated voltage drop, 
confirm the high accuracy of the calculation and the reliability of the obtained results (error does not exceed 1.88% ÷ 
2.06%) of the two-dimensional model in the frequency setting relative to the spatial model in the problem of time-
dependent electrical -magnetic field is obtained.  

Originality. A mathematical two-dimensional model of electromagnetic processes in the frequency formulation of 
the problem of electromagnetic field distribution in a trolley busbar is proposed, which takes into account design 
features, nonlinearity of magnetic and electrophysical properties of materials, proximity effects, surface and external 
surface effects, influence of harmonic current components power transmission, which allows with high accuracy and 
efficiency of numerical implementation to determine the parameters of the bus trolls for the corresponding values of the 
amplitudes and frequencies of the frequencies harmonics of the current.

Practical value. Verification of the calculated voltage drop confirms the high accuracy of the calculation and the 
reliability of the results (error does not exceed 1.88% ÷ 2.06%) of the two-dimensional model in the frequency refer-
ence relative to the spatial model in the problem of time-dependent electromagnetic field distribution is performed.

Keywords: busbar; electromagnetic field; 3D and 2D model; method; harmonics; frequency, verification. 
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