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Мета роботи. Розробка нового підходу складання алгоритму до розрахунку статичних та динамічних маг-
нітних полів методом контурних магнітних потоків з реалізацію у вигляді комплексу комп’ютерних програм. 

Методи дослідження. Числові методи інтегрування звичайних диференціальних рівнянь, матричні мето-
ди, комп’ютерне програмування, теорія електричних та магнітних кіл, система Matlab.  

Отримані результати. У роботі запропоновано новий підхід до розрахунку статичних та динамічних ма-
гнітних полів методом контурних магнітних потоків. На основі запропонованого методу розроблений та 
роз’яснений алгоритм, а також комп’ютерна програми моделювання статичних магнітних полів у феромагніт-
ному осерді. Також розроблений та роз’яснений алгоритм, а також комп’ютерна програми моделювання дина-
мічних магнітних полів у феромагнітному осерді. та струму у котушці. Цей метод має такі переваги перед іс-
нуючими методами:  простота, доступність та відкритість. Для розуміння методу достатньо лише базових знань 
з теоретичних основ електротехніки в обсязі другого курсу технічного університету. Розроблені та викладені у 
вільний доступ комп’ютерні програми, що реалізують запропонований метод. Для використання програми не 
потрібна ліцензія. 

Наукова новизна. Пропонується новий підхід до розрахунку статичних та динамічних магнітних полів ме-
тодом контурних магнітних потоків. Запропонований метод дозволяє аналізувати зміну у часі струмів у котуш-
ці з феромагнітним осердям, а також магнітних потоків у різних частинах магнітопроводу. 

Практична цінність. На основі запропонованого методу розроблений та роз’яснений алгоритм а також 
комп'ютерна програма розрахунку магнітних полів у статичному режимі во всіх частинах магнітопроводу, на 
який встановлено котушку з заданим струмом.  На основі запропонованого методу також розроблений та 
роз’яснений алгоритм а також комп'ютерна програма перехідного процесу у котушці з феромагнітним осердям. 
Ця програма викладена у відкритому доступі. Вона може бути використана у навчальному процесі без ліцензії. 
Простота методу дозволяє включити цей метод в курс теоретичних основ електротехніки технічних університе-
тів.  

Ключові слова: перехідні процеси; електричні кола; магнітні кола; магнітні опори; диференціальні рі-
вняння; чисельні методи. 

 

I. ВСТУП 

Розрахунок магнітних полів аналітичними мето-
дами в областях складної конфігурації - завдання, яке 
не має рішення. Однак застосування чисельних мето-
дів дозволяє вирішити це завдання. В даний час вико-
ристовуються методи розрахунку магнітних полів 
методами сіток, кінцевих елементів та іншими мето-
дами [1]. 

Науковцями створено математичні моделі, з ура-

хуванням яких виконані універсальні програмні ком-
плекси для аналізу електромагнітних полів: 
ANSYS/EMAG [1], COMSOL [2], та інших. Якщо 
дуже дорогі комплекси, такі як ANSYS/EMAG, 
COMSOL дозволяють виконувати моделювання три-
вимірних полів, то прості комплекси орієнтовані, 
переважно, на двовимірне моделювання. Двовимірне 
моделювання широко застосовується для моделюван-
ня полів протяжних об'єктів. У багатьох випадках 
двовимірне моделювання сприймається як попередній 
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етап перед тривимірним моделюванням [3]-[5]. 
В основу сучасних програмних комплексів, при-

значених для дослідження електромагнітних полів, 
покладено математичні моделі, що використовують 
різноманітні чисельні методи. Найбільш популярним 
нині є метод кінцевих елементів. В останніх модифі-
каціях великих програмних комплексів стало можли-
вим проводити дослідження не лише стаціонарних 
полів, а й полів, що змінюються у часі. До польової 
моделі стало можливим підключати додаткову модель 
– електричне коло та виконувати спільне моделюван-
ня електричних процесів у електричному колі та елек-
тромагнітних процесів у області поля. Таке моделю-
вання потребує підвищених ресурсів комп'ютера та 
часу розрахунку. Тому привабливим є метод моделю-
вання електричних та магнітних полів методами елек-
тричних та магнітних кіл, пов'язаних між собою, так 
званих магнітоелектричних схем заміщення (МЕСЗ) 
[3]-[5]. Аналіз динамічних процесів у реальних елект-
ромагнітних пристроях на основі магнітоелектричних 
схем заміщення не потребує значних ресурсів комп'-
ютера та часу моделювання. Однак параметри МЕСЗ 
повинні бути задані точно, і цей метод потребує ве-
рифікації шляхом аналізу польової моделі. 

II. АНАЛІЗ ДОСЛІДЖЕНЬ І ПУБЛІКАЦІЙ 

Розрахунок магнітних полів аналітичними мето-
дами в областях складної конфігурації - завдання, яке 
не має рішення. Однак застосування чисельних мето-
дів дозволяє вирішити це завдання. В даний час вико-
ристовуються методи розрахунку магнітних полів 
методами сіток, кінцевих елементів та іншими мето-
дами [6]-[7]. 

Створено математичні моделі, з урахуванням 
яких виконані універсальні програмні комплекси для 
аналізу електромагнітних полів. Якщо дуже коштовні 
комплекси, такі як ANSYS/EMAG, COMSOL дозво-
ляють виконувати моделювання тривимірних полів, 
то прості комплекси орієнтовані, переважно, на дво-
вимірне моделювання [7]-[8]. Двовимірне моделю-
вання широко застосовується для моделювання полів 
протяжних об'єктів. Двовимірне моделювання може 
сприйматися як попередній етап перед дуже складним 
тривимірним моделюванням [9]-[10]. 

В основу сучасних програмних комплексів, при-
значених для дослідження електромагнітних полів, 
покладено математичні моделі, що використовують 
різноманітні чисельні методи, наприклад метод кінце-
вих елементів. В останніх модифікаціях великих про-
грамних комплексів стало можливим проводити дос-
лідження полів, що змінюються у часі [10]. До польо-
вої моделі стало можливим підключати електричне 
коло та виконувати спільне моделювання електрич-
них процесів у електричному колі та електромагніт-
них процесів у області поля. Таке моделювання пот-
ребує підвищених ресурсів комп'ютера та часу розра-
хунку. Тому привабливим є метод моделювання елек-
тричних та магнітних полів методами електричних та 

магнітних кіл, пов'язаних між собою, так званих маг-
нітоелектричних схем заміщення [11]. Аналіз динамі-
чних процесів у реальних електромагнітних пристро-
ях на основі МЕСЗ не потребує значних ресурсів ком-
п'ютера та часу моделювання. Однак параметри 
МЕСЗ повинні бути заздалегідь задані точно, і цей 
метод потребує верифікації шляхом аналізу польової 
моделі [12]-[14]. 

У роботі [4] викладено метод розрахунку статич-
них магнітних полів методом контурних магнітних 
потоків. У цій роботі розглянуто плоске поле, яке 
створюється електричними струмами, спрямованими 
по осі Z, перпендикулярно площині X0Y. Однак у 
цьому методі струми прийняті заданими та магнітні 
поля розраховуються у статики. 

III. МЕТА РОБОТИ 

Розробка нового підходу складання алгоритму до 
розрахунку статичних та динамічних магнітних полів 
методом контурних магнітних потоків з реалізацію у 
вигляді комплексу комп’ютерних програм. 

IV. ВИКЛАДЕННЯ ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ І 
АНАЛІЗ ОТРИМАНИХ РЕЗУЛЬТАТІВ 

У роботі [4] викладено метод розрахунку 
статичних магнітних полів методом контурних 
магнітних потоків. У цій роботі розглянуто плоске 
поле, яке створюється електричними струмами, 
спрямованими по осі Z, перпендикулярно площині 
X0Y. Цей метод авторами дороблений та 
комп’ютерна програма модифікована. 

Прийнято, що область моделювання магнітного 
поля є паралелепіпедом, у якого грані направлені по 
осях X, Y, Z відповідно. Загальний паралелепіпед 
розбивається на низку паралелепіпедів з гранями, 
рівними: hx, hy, Hz. З одного паралелепіпеда лінії 
магнітного поля переходять до іншого, перетинаючи 
грані. 

 

Рисунок 1. Принцип розбиття області магнітного 
поля на паралелепіпеди 

 
Магнітний потік, що переходить з одного 

паралелепіпеда в інший, розглядається як потік, що 
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протікає через зосереджений магнітний опір, що 
з'єднує суміжні паралелепіпеди (див. рис. 1). 

Отже, плоске магнітне поле можна моделювати 
магнітними потоками, що протікають через фіксовані 
магнітні опори. Ці опори покривають область поля 
сіткою. Нехай вся область розбита на nx 
паралелепіпедів по осі X та на ny паралелепіпедів по 
осі Y (рис. 2). Оскільки за умовою магнітне поле 
вздовж осі Z не змінюється, паралелепіпеди 
замінюються прямокутниками зі сторонами hx, hy в 
площині X0Y. 

 

Рисунок 2. Сітка магнітних опорів, за якими 
проходять магнітні потоки, що моделюють магнітне 
поле (випадок при nx = 4, ny = 4) 

Всі магнітні опори, що розташовуються по осі X, 
позначимо Rx, а по осі Y – Ry. Опіри Rx, Ry 
супроводжуються двома індексами в дужках. Перший 
індекс kx задає координату опору по осі X, а другий 
індекс ky - по осі Y. Для розрахунку використовується 
метод контурних магнітних потоків. Магнітні 
контурні потоки позначимо символом Фc з 
відповідним індексом у дужках, що визначає номер 
контуру. Кожному паралелепіпеду поставлено у 
відповідність магнітний опір Rx, що зв'язує центри 
даного паралелепіпеда і паралелепіпеда суміжного 
праворуч, а також опір Ry, що зв'язує центри 
паралелепіпеда і суміжного зверху. 

Кожному паралелепіпеду поставлений у 
відповідність також контур, до складу якого входять 
опори, що відповідають паралелепіпеду (рис. 3). 
Кожен контур має свій номер K, який можна 
визначити за допомогою координат по осях X та Y. 

K = nx  (ky - 1) + kx .                      (1) 

Наприклад, контур з координатами kx = 3, ky = 2 
має номер: K = 7. 

З рис. 2 видно, що при такій відповідності 
контурів та магнітних опорів не всі контури 
виявляються замкнутими. Незамкненими залишаться 

контури, крайні праворуч та крайні зверху. Щоб 
замкнути ці контури, введені додаткові магнітні 
опори: 
Rx(kx, ny+1) (1  kx nx  kx), Ry (kx+1, ky) (1  ky  ny). 
Таким чином, осі X маємо nx, а по осі Y - ny 
замкнутих контурів. 

Рівняння, що складене за 2-м законом Кірхгофа 
для магнітних кіл для внутрішнього контуру з 
координатами (kx, ky) 1 < kx < nx, 1 < ky < ny має 
вигляд: 

 
(Rx (kx, ky) + Ry (kx, ky) + Rx (kx, ky+1) + Ry (kx+1, ky))  
c(nx  (ky-1)+kx) – Ry (kx, ky)  c(nx  (ky-1)+kx-1) - Ry 
(kx+1, ky)  c(nx (ky-1)+kx+1)- Rx (kx, ky)  c(nx  (ky-
1)+kx- kx) - Rx (kx, ky+1)  c(nx  (ky-1)+kx+ kx) =  

(I (nx  (ky -1)+ kx) + I (nx  (ky -1)+ kx +1) + I (nx  (ky -
1)+ nx + kx) + I (nx  (ky -1)+nx+ kx +1))/4              (2) 

 
У рівнянні (2), згідно із законом повного струму, 

в лівій частині знаходиться алгебраїчна сума 
магнітних напруг на чотирьох елементах контуру, з 
координатами (kx,ky), а в правій частині - сумарний 
електричний струм, що пронизує аналізований контур 
по осі Z, і виконує роль магніторушійної сили (МРС) 
контуру. Для граничних контурів рівняння (2) 
спрощується: відсутній доданок:  

 
2, kx= 1 1 <   ky < ny   
3, kx = nx   1 <ky < ny   
4, ky= 1 1 <   kx < nx   
5, ky = ny   1 <kx < nx   

 
Система контурних рівнянь створюється шляхом 

послідовної зміни значень kx, ky (1<kx<nx, 1<ky<ny). 
В результаті на підставі виразу (2) створюється 
система рівнянь, яка в матричній формі має такий 
вигляд: 

 A c I  
де Фс – вектор контурних магнітних потоків, 

 матриця A будується виходячи з системи рівнянь (2) і 
має вигляд, показаний у табл.1. 

Вектор - стовпець правої частини рівняння (3) має 
вигляд: 
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Контурні магнітні потоки знаходяться шляхом 
розв'язання системи лінійних рівнянь (3). Кількість 
рівнянь системи (3) дорівнює кількості контурів. Для 
великих областей, тобто при великих значеннях nx, ny, 
матриця A може мати великі розміри, і оперативної 
пам'яті комп'ютера може бути недостатньо. Однак те, 
що матриця дуже розріджена, дозволяє 
використовувати математичний апарат роботи з 
розрідженими матрицями. 

На підставі масиву контурних магнітних потоків, 
отриманого при вирішенні рівняння (3), 
обчислюються магнітні потоки, спрямовані по осі X - 
x, по осі Y - y, а також повні магнітні потоки . 

Програму, що приведена у [4], модифіковано. 
Введено меню вибору різних форм побудови графіків. 
За цією методикою розроблено та викладено у 
вільний доступ комп'ютерну програму magcircl_m у 
системі MatLab [9].  

Феромагнітні області мають магнітні опори, що є 
функцією значення магнітної індукції. Тому магнітні 
опори феромагнітних областей обчислюються при 
використанні кривих намагнічування сталі. Крива 
намагнічування визначається таблицею точок, 
отриманих експериментально, і використовується в 
програмі із застосуванням сплайн-інтерполяції [6]. 

Користування програмою потрібно так. У 
програму magcir_dat1 задаються дані до розрахунку. 
Задаються значення кроків сітки hx, hy по осях X і Y. 
У кроках сітки задається область, в якій аналізується 
магнітне поле. Феромагнітна область розглядається як 
область, що складається з ряду прямокутних під 
областей obl, рівних сталевим листам складання 
магнітопроводу. Задаються області obm і obp, що 
зайняті обмотками, і усереднені щільності струмів 
всіх витків по цих областях. В областях obm струми 
спрямовані по осі Z, а в областях obp - проти осі Z. 
Кожна область має чотири координати (у кроках 
hx,hy): початок області по осі X, кінець області по осі 
X, початок області по осі Y і кінець області по осі Y. 

На рис. 3 наведено приклад завдання відповідних 
областей для введення даних у програму magcir_dat1.   

 

Рисунок 3. Приклад завдання областей для введення 
даних у програму magcir_dat1 

Згідно з цими даними рис. 3 проведено розраху-
нок. На рис. 4 показано розподіл модуля щільності 
магнітного потоку в області, що розглядається.  

 

 

Рисунок 4. Графік розподілу модуля магнітної індук-
ції 

Програма magcircl_m взята за основу розробки 
програмного комплексу для моделювання магнітних 
полів у динаміці. У програмі magcircl_m струми 
прийняті заданими. При розрахунку магнітних полів у 
динаміці значення струмів змінюються у часі. Схема 
електричного кола наведено на рис. 5. 

 
 

Рисунок 5. Схема електричного кола 

На схемі показано джерело ЕРС e(t), яке включе-
не в електричне коло. У колі послідовно включені 
резистор R і котушка з числом витків W. Індуктив-
ність котушки L дорівнює: 

)(

)(
)(

tiW

t
tL




  

Індуктивність котушки L(t) - змінна величина, що 
змінюється у часі. 
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Таблиця 1. Вид матриці А 

 
 ky 1 2 3 

ky kx 1 2 3 nx = 4 1 2 3 nx = 4 1 2 3 nx = 4 

1 

1 

Rx(1,1)+ 
Ry(1,1)+ 
Rx(2,1)+ 
Ry(2,2) 

-Ry (2,1)   -Rx(1,2)        

2 -Ry (2,1) 

Rx(2,1)+ 
Ry(2,1)+ 
Rx(2,2)+ 
Ry(3,2) 

-Ry (3,1)   -Rx(2,2)       

3   

Rx (3,1)+ 
RY(3,1)+ 
Rx (3,2)+ 
Ry (4,1) 

- Ry (4,1)   - Rx (3,3)      

4   - Ry (4,1) 

Rx (4,1)+ 
Ry (4,1)+ 
Rx (4,2)+ 
Ry (5,1) 

   - Rx (4,2)     

2 

1 - Rx (1,2)    

Rx (1,2)+ 
RY(1,2)+ 
RX(1,3)+ 
RY(2,2) 

- Ry (2,2)   - Rx (1,3)    

2  - Rx (2,2)   - Ry (2,2) 

Rx (2,2)+ 
Ry (2,2)+ 
Rx (2,3)+ 
Ry (3,2) 

- Ry (3,2)   - Rx (2,3)   

3   - Rx (3,2)   - Ry (3,2) 

Rx (3,2)+ 
Ry (3,2)+ 
Rx (3,2)+ 
Ry (4,2) 

-RY(4,2)   - Rx (3,3)  

4    - Rx (4,2)   - Ry (4,2) 

Rx (4,2)+ 
Ry (4,2)+ 
Rx (4,3)+ 
Ry (5,2) 

- Ry (5,2)   - Rx (4,3) 

3 

1 -Rx(1,3)    

Rx(1,3)+ 
Ry(1,3)+ 
Rx(1,4)+ 
Ry(2,3) 

-Ry (2,3)   -Rx(1,4)    

2  -Rx(2,3)   -Ry (2,3) 

Rx(2,3)+ 
Ry(2,3)+ 
Rx(2,4)+ 
Ry(3,3) 

-Ry (3,3)   -Rx(2,4)   

3   -Rx(3,3)   -Ry (3,3) 

Rx(3,3)+ 
Ry(3,3)+ 
Rx(3,4)+ 
Ry(4,3) 

-Ry (4,3)   -Rx(3,4)  

4    -Rx(4,3)   -Ry (4,3) 

Rx(4,3)+ 
Ry(4,3)+ 
Rx(4,4)+ 
Ry(5,3) 

-Ry (5,3)   -Rx(4,4) 

n=4 

1     -Rx(1,4)    

Rx(1,4)+ 
Ry(1,4)+ 
Rx(1,5)+ 
Ry(2,4) 

-Ry (2,4)   

2      -Rx(2,4)   -RY(2,4) 

Rx(2,4)+ 
Ry(2,4)+ 
Rx(2,5)+ 

Ry Ry (3,4)

-Ry (3,4)  

3       -Rx(3,4)   -Ry (3,4) 

Rx(3,4)+ 
Ry(3,4)+ 
Rx(3,5)+ 
Ry(4,4) 

-Ry(4,4) 

4        -Rx(4,4)   -Ry(4,4) 

Rx(4,4)+ 
Ry(4,4)+ 
Rx(4,5)+ 
Ry(5,4) 

 
Відповідно до другого закону Кірхгофа можна 

записати рівняння: 


)(te

dt

di
LiR 

 

Рівняння (5) розв'язуємо чисельним методом Гіра 
[7]. На кожному кроці інтегрування обчислюється 
повний магнітний потік Ф, що перетинає котушку та 
індуктивність котушки L. Блок-схема алгоритму 
розрахунку наведена на рис. 6. 
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В алгоритмі передбачений основний цикл, в 
якому tk - поточний час змінюється з кроком h. На 
кожному кроці обчислюється поточне значення ЕРС 
e(t). Потім організується внутрішній цикл ітерації. У 
цьому циклі працює підпрограма обчислення 
контурних магнітних потоків Фc та повних магнітних 
потоків Ф у всіх частинах магнітопроводу. На 
кожному етапі ітерації уточняються значення 
магнітних опорів Rx, Ry на підставі кривої 
намагнічування сталі. На виході з ітераційного циклу 
обчислюється індуктивність котушки L і проводиться 
рішення диференціального рівняння чисельним 
методом. Розрахунок проводиться в такий спосіб. 

До рівняння (5) додається рівняння чисельного 
методу [12]. Для неявного методу Ейлера рівняння 
має вигляд (6). 

 

 

Рисунок 6. Блок-схема алгоритму розрахунку 

 11   kkk ihii  

де ik+1 значення струму на поточному кроці 
інтегрування; 

ik значення струму на попередньому кроці 
інтегрування; 

ik+1 значення похідної струму на поточному 
кроці інтегрування. 

Рівняння (5)-(6) об'єднуються в систему, яка в 
матричному вигляді має вигляд (7). 
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або 

PXM  t 

де Xt – вектор рішення на поточному етапі 
інтегрування, 

M - матриця рівняння (7), 
P- права частина рівняння (7). 
На підставі алгоритму розроблено комп'ютерну 

програму. Результати розрахунку наведено на рис. 
7,8. 

 

Рисунок 7. Часова залежність струму у котушці 

 

Рисунок 8. Часова залежність магнітної індукції у 
магнітопроводі 

Конфлікт інтересів. Автори заявляють про від-
сутність конфлікту інтересів. 

 

V. ВИСНОВКИ 

У роботі запропоновано новий підхід до ро-
зрахунку статичних та динамічних магнітних полів 
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методом контурних магнітних потоків.  

На основі запропонованого методу розроблений 
та роз’яснений алгоритм, а також комп’ютерна про-
грами моделювання статичних магнітних полів у 
феромагнітному осерді.  

Розроблено та роз’яснено алгоритм, а також 
комп’ютерна програми моделювання динамічних 
магнітних полів у феромаг-нітному осерді. та струму 
у котушці. Цей метод має такі переваги перед існую-
чими методами:  простота, досту-пність та 
відкритість. Для розуміння методу достатньо лише 
базових знань з теоретичних основ електротехніки в 
обсязі другого курсу технічного університету.  

Розроблені та викладені у вільний доступ 
комп’ютерні програми, що реалізують запропонова-
ний метод. Для використання програми не потрібна 
ліцензія [15]. 
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Purpose of the work. Development of a new approach to compiling an algorithm for calculating static and dy-
namic magnetic fields using the contour magnetic flux method with implementation in the form of a set of computer 
programs. 

Research methods. Numerical methods for integrating ordinary differential equations, matrix methods, computer 
programming, theory of electric and magnetic circuits, Matlab system. 

Results obtained. The paper proposes a new approach to calculating static and dynamic magnetic fields using the 
contour magnetic flux method. Based on the proposed method, an algorithm and a computer program for modeling 
static magnetic fields in a ferromagnetic core are developed and explained. An algorithm and a computer program for 
modeling dynamic magnetic fields in a ferromagnetic core and current in a coil are also developed and explained. This 
method has the following advantages over existing methods: simplicity, accessibility and openness. To understand this 
method, all you need is a basic understanding of the theoretical foundations of electrical engineering at the second-year 
level of a technical university. Computer programs that implement the proposed method have been developed and made 
freely available. No license is required to use the program. 

Scientific novelty..A new approach to calculating static and dynamic magnetic fields using the contour magnetic 
flux method is proposed. The proposed method allows analyzing the change in time of currents in a coil with a ferro-
magnetic core, as well as magnetic fluxes in different parts of the magnetic circuit. 

Practical value. Based on the proposed method, an algorithm and a computer program for calculating magnetic 
fields in static mode in all parts of the magnetic circuit on which a coil with a given current is installed have been de-
veloped and explained. Based on the proposed method, an algorithm and a computer program for the transient process 
in a coil with a ferromagnetic core have also been developed and explained. This program is publicly available. It can 
be used in the educational process without a license. The simplicity of the method allows this method to be included in 
the course of theoretical foundations of electrical engineering at technical universities. 

Keywords: transient processes; electric circuits; magnetic circuits; magnetic resistances; differential equations; 
numerical methods. 
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Мета роботи. Дослідження способу безконтактного діагностування асинхронних двигунів шляхом аналі-
зу вібраційних сигналів. Це дозволить своєчасно виявляти дефекти, що виникають на ранній стадії прояву у 
процесі експлуатації без розбирання обладнання. Це дозволить удосконалити методи діагностики асинхронних 
двигунів для підвищення надійності та безпеки їх експлуатації. 

Методи дослідження. Частотний аналіз вібраційних сигналів з використанням швидкого перетворення 
Фур’є для виділення діагностичних ознак у часовій та частотній областях. 

Отримані результати. У ході дослідження встановлено високу чутливість вібраційних характеристик 
асинхронних електродвигунів до типових дефектів (ексцентриситет ротора, обриви стрижнів, пошкодження 
підшипників, механічний дисбаланс, порушення центрування валів та ослаблення обмоток статора). Показано, 
що комплексний частотний аналіз з використанням швидкого перетворення Фур’є дозволяє виявляти ознаки 
дефектів значно раніше, ніж періодичний статичний моніторинг. У спектрі вібрації чітко проявляються бічні 
смуги ковзання, частоти дефектів підшипників, посилення першої гармоніки обертання та складові на часто-
тах живлення. Запропонований безконтактний метод має високу практичну придатність для моніторингу 
технічного стану двигунів у промислових умовах. 

Наукова новизна. Наукова новизна дослідження полягає в вдосконаленні підходу до діагностування елект-
ричних двигунів шляхом комплексного аналізу вібраційних характеристик у часовій та частотній областях, що 
дозволяє підвищити достовірність виявлення дефектів на ранніх стадіях їх розвитку. 

Практична цінність. Отримані результати можуть бути використані для впровадження систем вібра-
ційного моніторингу технічного стану електричних двигунів у промислових умовах. Запропоновані підходи до 
аналізу вібраційних характеристик дають змогу здійснювати ранню діагностику типових дефектів, зменшу-
вати ризик аварійних відмов та оптимізувати планування технічного обслуговування і ремонту електричних 
машин. Матеріали роботи можуть бути використані під час розроблення програмного забезпечення діагнос-
тичних систем, а також у навчальному процесі при підготовці фахівців з електромеханіки та енергетики. 

Ключові слова: асинхронний електродвигун; вібраційна діагностика; аналіз вібрацій; дефекти ротора; 
дефекти підшипників; ексцентриситет ротора; моніторинг стану; раннє виявлення дефектів. 

I. ВСТУП 

У сучасному світі асинхронні двигуни зустріча-
ються найчастіше. Така популярність пояснюється 
їхньою простотою, дуже високою надійністю, невисо-
кою ціною та можливістю працювати практично в 
будь-яких умовах. [1] 

Незважаючи на високу надійність асинхронних 
двигунів, з часом вони все одно зазнають зносу та 
різних видів несправностей. Найпоширеніші серед 
них – дефекти підшипників, обриви стрижнів або кі-
лець короткозамкненого ротора, ексцентриситет ро-
тора, механічний дисбаланс, невирівняність валів. 
Такі проблеми спричиняють падіння ККД, зростання 
витрат електроенергії, посилення вібрацій і шуму, 
перегрівання, а в найгіршому випадку – повну аварій-

ну зупинку обладнання. [2] 

У критичних галузях, де безперервність роботи є 
абсолютно необхідною, наприклад, у залізничному 
транспорті чи вітровій енергетиці, превентивна діаг-
ностика несправностей електродвигунів набуває стра-
тегічного значення. Несподівані зупинки через поло-
мки призводять до величезних щорічних збитків для 
промислових підприємств. Мільярди доларів через 
простої виробництва, аварійні ремонти та втрачену 
продукцію. [3] 

Серед методів неруйнівної діагностики вібрацій-
ний моніторинг займає провідне місце завдяки висо-
кій чутливості до широкого спектра несправностей 
асинхронних двигунів, від механічного дисбалансу та 
невирівнювання валів до дефектів підшипників і по-
шкоджень короткозамкненого ротора. Цей підхід дає 
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змогу передбачити аварію заздалегідь, оптимізуючи 
графіки предиктивного обслуговування. [4] 

У асинхронних електродвигунах аналіз вібрації 
дозволяє ефективно виявляти дисбаланс ротора, знос 
або пошкодження підшипників. Ці несправності часто 
супроводжуються підвищенням температури та рівня 
шуму. 

Характерними для асинхронних двигунів є віб-
раційні сигнали на частотах, пов’язаних із ковзанням 
ротора, а також гармоніки частоти живлення. При 
пошкодженні ротора (наприклад, зламаних стрижнях) 
у вібраційному спектрі з’являються характерні бічні 
смуги. [5] 

У будь-якій справній машині присутні вібрації, 
зумовлені періодичними механічними та електромаг-
нітними процесами: обертанням валів і ротора, зачеп-
ленням зубів зубчастих передач, пульсаціями елект-
ромагнітного поля в асинхронних двигунах тощо. Ча-
стота повторення цих подій є характерною ознакою 
конкретного джерела вібрації, тому ключові сучасні 
методи діагностики технічного стану ґрунтуються 
саме на частотному аналізі вібраційного сигналу. [6] 

Сьогодні асинхронні електродвигуни відіграють 
ключову роль у приводах електричного транспорту - 
від важких промислових машин (електровози, гірничі 
комбайни, конвеєрні системи) до масових електромо-
білів. У гірничодобувній, металургійній та інших без-
перервних виробництвах вони працюють цілодобово, 
сім днів на тиждень. Тут навіть короткочасна аварійна 
зупинка через поломку двигуна призводить до збитків 
у мільйони доларів. Натомість у сегменті особистих 
електромобілів відмова двигуна може спричинити 
дорожньо-транспортну пригоду з високим ризиком 
травмування чи навіть загибелі людей. [7] 

Технічне обслуговування із використанням про-
гнозів – це поточна конкурентна перевага. Уже сього-
дні для зростання ефективності в промисловості, ене-
ргетиці, транспорті та інших сферах повсюдно засто-
совується автоматизоване управління, аналітика вели-
ких даних, історичних патернів і даних моніторингу в 
реальному часі - все це разом дає змогу прогнозувати 
відмови заздалегідь і уникати мільйонних збитків. [8] 

Таким чином, сьогодні можливо не лише ефек-
тивно керувати поточними технологічними та вироб-
ничими процесами, а й повністю перейти від тради-
ційного планового технічного обслуговування до 
профілактичного (прогнозного). У сучасних умовах, 
коли ринки вимагають швидкого реагування, а попит 
змінюється дуже динамічно, будь-який простій обла-
днання стає надзвичайно дорогим – як у грошовому, 
так і в репутаційному вимірі. [9] 

II. АНАЛІЗ ДОСЛІДЖЕНЬ І ПУБЛІКАЦІЙ 

Діагностування несправностей електродвигунів є 
актуальним напрямком у сучасній електромеханіці та 
мехатроніці. Якщо раніше домінували класичні одно-
сенсорні техніки (наприклад, аналіз однієї фізичної 

величини), то сьогодні все частіше застосовуються 
мультисенсорні підходи та інтелектуальні системи, 
що поєднують дані з різних джерел і використовують 
алгоритми штучного інтелекту. [10] 

Класифікація сигналів шуму та вібрації широко 
застосовується для діагностики несправностей у ме-
ханічних і електричних системах, зокрема в електро-
мобілях. Традиційні методи класифікації базуються 
на ознаках у часовій та частотній областях. У даному 
дослідженні пропонується підхід, що передбачає візу-
алізацію акустичних сигналів за допомогою розподілу 
Вігнера-Вілля (WVD) для вилучення характеристик 
вібраційних сигналів з подальшою класифікацією за 
допомогою штучних нейронних мереж. [11] 

Як джерело потужності для перевірки ефектив-
ності запропонованої методики класифікації вібра-
ційних сигналів використовується безщітковий дви-
гун. В експериментальній роботі шість різних станів 
роботи двигуна при різних частотах обертання, для 
яких проводилося вимірювання вібраційних сигналів. 
Отримані сигнали візуалізовано за допомогою розпо-
ділу Вігнера-Вілля (WVD), що дозволяє витягти часо-
во-частотні характеристики. Перетворені таким чином 
дані у вигляді зображень WVD далі подаються на вхід 
моделі глибокого навчання яка виконує автоматичну 
ідентифікацію та класифікацію станів двигуна. Отри-
мані показники точності розпізнавання, свідчать про 
суттєве підвищення ефективності діагностики неспра-
вностей безщіткових двигунів. [12] 

Традиційно діагностика несправностей двигунів 
полягала в перевірці механічних вузлів безпосередньо 
під час експлуатації з метою ідентифікації та верифі-
кації дефектів. Завдяки прогресу в сенсорних техно-
логіях сьогодні механічні проблеми аналізуються зна-
чно швидше й ефективніше. Для визначення місця та 
характеру несправностей найчастіше застосовують 
дані вібрації та акустичного сигналу. Акселерометри є 
одним із найбільш поширених і надійних засобів збо-
ру вібраційних даних, дозволяючи з високою точніс-
тю фіксувати коливання машини в реальному часі. 
[13] 

У традиційному аналізі вібраційних сигналів 
широко використовуються швидке перетворення Фу-
р'є (FFT) та вейвлет-перетворення для вилучення ін-
формативних ознак. Водночас FFT має принципове 
обмеження, а саме відсутність одночасної високої 
роздільної здатності в часовій та частотній областях 
(принцип невизначеності Гейзенберга–Габора). Це 
призводить до компромісу: при фокусуванні на часто-
тному спектрі втрачається детальна інформація про 
тимчасові зміни сигналу, через що нестаціонарні віб-
раційні процеси не можуть бути повністю та точно 
відтворені. [14] 

Гнучкі системи збору даних нового покоління   з 
базовим блоком на три слоти та вбудованим високо-
точним мультиметром, для розширення функціональ-
ності в напрямку динамічного та високошвидкісного 

17



ISSN 1607-6761 (Print)       «ЕЛЕКТРОТЕХНІКА ТА ЕЛЕКТРОЕНЕРГЕТИКА» №2 (2026)          

ISSN 2521-6244 (Online)                   Розділ «Електротехніка»                           

 
 

збору сигналів призначено модуль DAQM909A чоти-
риканальний дигітайзер з одночасним семплінгом. 
Завдяки цьому системи ефективно вирішують задачі 
аналізу гармонік і шумових спотворень, моніторингу 
шин живлення, оцінки акустичних параметрів елект-
ромеханічних пристроїв (вібрація, шум двигунів, ак-
туаторів тощо). Кожен із чотирьох каналів незалежно 
конфігурується: обирається режим входу (з чотирьох 
доступних) та параметри джерела струму (включаючи 
підтримку IEPE-акселерометрів). При комплектації 
трьома модулями DAQM909A в одному шасі досяга-
ється одночасна оцифровка дванадцяти каналів. [15] 

Аналіз літературних джерел показав, що у сучас-
ній практиці технічного діагностування асинхронних 
двигунів поряд з електричними (аналіз споживаного 
струму), тепловими та електромагнітними методами, 
вібродіагностика має високий потенціал для практич-
ного застосування за рахунок можливості раннього 
виявлення дефектів. Це пов’язано з тим, що прояв 
більшості дефектів, що мають електромагнітну при-
роду, призводять до зміни величини електромагнітної 
вібрації, яка пропорційна В2. На відміну від електрич-
них методів, які ефективні при виявленні обривів сте-
ржнів ротора чи міжвиткових замикань, вони є мало-
чутливими до пошкодження підшипників, особливо 
на початковій стадії, вібраційний аналіз безпосеред-
ньо реєструє механічні збурення, що дозволяє локалі-
зувати дефект до виникнення вторинних електричних 
пошкоджень.  

Перевагами запропонованого методу є можли-
вість онлайн-моніторингу без зупинки обладнання, 
висока локалізаційна здатність та незалежність від 
коливань параметрів мережі живлення, на відміну від 
методів, що базуються на виміру струму. У порівнян-
ні з тепловими методами, які фіксують наслідки теп-
лового старіння чи деградації, вібродіагностика до-
зволяє виявляти причини несправностей раніше. 

III. МЕТА РОБОТИ 

Розробка та дослідження безконтактного методу 
діагностики асинхронних електродвигунів на основі 
аналізу вібраційних сигналів. Підхід дозволяє виявля-
ти початкові стадії дефектів обмоток, підшипників, 
ротора та інших елементів під час експлуатації без 
необхідності розбирання машини. Це дозволить удо-
сконалити існуючі методів діагностики для підви-
щення надійності, довговічності та безпечності робо-
ти асинхронних двигунів. 

IV. ВИКЛАДЕННЯ ОСНОВНОГУ МАТЕРИАЛУ І 
АНАЛІЗ ОТРИМАННИХ РЕЗУЛЬТАТІВ 

Оцінка ефективності діагностування здійснюєть-
ся за комплексом кількісних критеріїв. Якісна зміна 
корисного сигналу характеризується коефіцієнтом 
чутливості:  


D

V
KS 


  

де: ΔV – зміна віброшвидкості [мм/с], ΔD  – умовний 
розмір дефекту чи ступінь його розвиненості [мм]. 

Реальний процес діагностування пов'язаний із 
наявністю різного роду перешкод, що можуть вплива-
ти на точність та ймовірність правильного виявлення 
дефектів (діагностична достовірність), що формально 
описується наступним виразом:  


fntp

tp
B NN

N
P


  

де Ntp – кількість вірно виявлених дефектів, Nfn – кі-
лькість не виявлених (пропущених) дефектів. 

Відповідно частота хибних спрацьовувань, що 
може залежати від перешкод, визначається за наступ-
ним виразом:  

 05,0
N

N
F

tot

fp
X   

де Nfp – кількість хибно виявлених дефектів, Ntot – 
загальна кількість дефектів (чи сигналів, що їх відпо-
відають). 

Відмінно від строго періодичних коливань, деякі 
вібрації виникають через рух рідини або газу (як у 
насосах чи газових турбінах) і характеризуються спе-
цифічними, нерідко унікальними ознаками. 

Одна з ключових відмінностей полягає в різниці 
між абсолютною вібрацією корпусу машини та відно-
сною вібрацією між валом і корпусом (особливо коли 
між ними встановлено підшипник ковзання або під-
шипник ковзання). 

Обидва ці типи вимірювання вібрації активно за-
стосовуються в системах моніторингу технічного ста-
ну обладнання, але вони дають суттєво різну діагнос-
тичну інформацію, тому важливо чітко розрізняти, що 
саме кожен з них показує. 

Ще одним типом коливань, які несуть діагности-
чну інформацію, є крутильні коливання. Це коливан-
ня кутової швидкості валів, а також таких елементів, 
як шестерні, роторні диски тощо. 

Постійний моніторинг вібрації дозволяє дуже 
швидко реагувати на раптові зміни стану обладнання. 
Саме тому він забезпечує найкращий захист для кри-
тично важливого та дорогого устаткування. Це найе-
фективніша форма захисту від несподіваних, непе-
редбачуваних відмов. 

Прикладом може бути раптовий дисбаланс вен-
тиляторів, які працюють із забрудненим газом. На 
лопатках таких вентиляторів з часом накопичуються 
відкладення. Зазвичай вони розподілені досить рівно-
мірно, але коли окремі ділянки цих відкладів відри-
ваються – виникає значне, раптове порушення балан-
су. 

Для забезпечення дуже швидкої реакції постій-
ний моніторинг зазвичай обмежується простими по-
казниками: RMS або піковим рівнем вібрації та фазою 
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низькочастотних гармонік обертання відносно рефе-
рентного імпульсу (один раз за оберт, з відомим ку-
том). Такий підхід, як правило, дає лише коротке по-
передження. Від кількох годин до кількох днів до ві-
дмови, на відміну від тижнів чи місяців, які можуть 
забезпечити більш досконалі сучасні методи діагнос-
тики. 

Існують перетворювачі для вимірювання всіх 
трьох параметрів бічної вібрації: зміщення, швидкості 
та прискорення. При цьому єдина практично застосо-
вувана (у моніторингу стану) група датчиків для ви-
мірювання зміщення - це безконтактні перетворювачі 
(наприклад, вихрострумові проксиметри), які фіксу-
ють саме відносне зміщення (рух вала відносно кор-
пусу/підшипника), а не абсолютне. Натомість найпо-
ширеніші датчики швидкості та прискорення (акселе-
рометри, сейсмічні датчики тощо) вимірюють абсо-
лютний рух - тобто рух самого місця встановлення 
датчика відносно інерційного простору. 

Це показано на рис. 1, де зображено опору під-
шипника, обладнаного одним горизонтальним акселе-
рометром і двома безконтактними датчиками, розта-
шованими під кутом 90° один до одного. 

 
Рисунок 1. Ілюстрація абсолютної та відносної 
вібрації 

Вимірювання профілю вібрації електродвигуна 
критично важливе не тільки для оцінки його стану, а 
насамперед для прогнозування поведінки в найближ-
чому майбутньому, на цьому базується прогнозне 
обслуговування. 

Для зняття віброакустичних показників з корпу-
су двигуна застосовується акселерометр Dytran 3055. 
Цей датчик, побудований на базі п’єзоелектричного 
елемента з роботою на зсув, забезпечує високу ліній-
ність сигналу в діапазоні до 10 кГц. Завдяки вбудова-
ній електроніці стандарту IEPE та чутливості 100 
мВ/g, він дозволяє перетворювати механічні коливан-
ня станини двигуна в електричний сигнал напруги, 
стійкий до зовнішніх завад. Встановлення на корпус 
давача не впливає на власну частоту коливань систе-
ми через його низьку вагу, забезпечуючи максималь-
ну достовірність отриманих даних. Конструктивно 
прилад захищений герметичним корпусом із нержа-
віючої сталі або титану зі ступенем захисту, що до-
зволяє експлуатацію в агресивних промислових сере-
довищах, включаючи зони з підвищеною вологістю та 
масляним туманом. 

Вібрації в електродвигуні електроприводу мо-
жуть виникати з різних елементів самого двигуна та 
суміжних частин приводу. Наприклад, в асинхронних 
електродвигунах змінного струму найпоширенішими 
причинами є порушене центрування валу, дефекти 
кулькових чи роликових підшипників, тріщини або 
злам валу ротора, ослаблення посадки ротора на валу, 
недостатньо надійне закріплення обмоток у пазах ста-
тора, пошкодження чи порушення цілісності ізоляції 
обмоток, а також ослаблені елементи редуктора. Ос-
новні деталі електродвигуна змінного струму, які 
найчастіше стають джерелами вібрації, показані на 
рис. 2. 

 
Рисунок 2. Основні деталі електродвигуна змінного 
струму 

В якості досліджуваного двигуна використову-
ється трифазний асинхронний двигун з короткозамк-
неним ротором серії АІР80А2. Його номінальна по-
тужність становить 1,5 кВт, частота обертання поля 
статора 3000 об/хв.  

У внутрішніх частинах електричного двигуна 
при поєднанні коливань малої та великої величини, 
результуюча сигналу вібрації буде виглядати дуже 
складною, як це показано на прикладі реально вимі-
ряного сигналу (рис. 3). 

 

 

Рисунок 3. Сигнал вібрації від електродвигуна 
змінного струму у часовій області 

На рис. 3 представлена осцилограма сигналу віб-
рації асинхронного двигуна, отримана за допомогою 
п'єзоелектричного акселерометра (вертикальна (Y) 
вісь відкалібрована в мВ з чутливістю 200 мВ/поділ). 
Горизонтальна вісь (Х-вісь) відображає інтервал часу 
близько 74 мс (0–0,074 с). Сигнал має стохастичний 
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характер з накладеними періодичними сплесками ам-
плітуди, що свідчить про наявність як випадкової 
складової (робочий шум), так і детермінованих періо-
дичних компонент (локальні дефекти підшипників, 
ексцентриситет, гармонійні збурення від мережі жив-
лення). 

Для проведення кількісного аналізу отриманого 
сигналу розраховується середньоквадратичне значен-
ня отриманого сигналу це є інтегральною оцінкою 
енергії вібрації:  

 
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
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2
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Для переходу до частотної області визначається 
густина спектру потужності: 
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де w(t) – віконна функція (Ханна, Хеммінга), що 
застосовується для зниження розтікання спектру. 

Для визначення дефектів, що мають прояв у ви-
гляді появи періодичних складових у сигналі, викори-
стовується аналіз чутливості до імпульсних збуджень:  
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Нормальний розподіл відповідає β2=3; значення 
β2 > 3 вказують на наявність періодичних ударів, що 
може свідчити про пошкодження підшипників. 

Характерна «гребінчаста» структура з модульо-
ваною амплітудою вказує на явище биття – інтерфе-
ренцію близьких за частотою складових (наприклад, 
частоти обертання ротора fr та бічної смуги ексцент-

риситету fs	 ± fr). Пікові значення сигналу займають 
≈1,5–2 поділок (300–400 мВ), тоді як середній рівень 
сигналу становить близько 0,5 поділки (100 мВ). Ная-
вність короткочасних імпульсних сплесків може свід-
чити про в підшипниках механічних пошкоджень. 
Причому діагностична ознака появи такого роду ім-
пульсних дефектів підшипників можна визначити по 
фактору піковості ( або Crest Factor):  
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Для справного (бездефектного) підшипника Cf ≈ 
3–5, при наявності пошкодження середньої тяжкості 

Cf >10, для дефектів, що знаходяться на ранній стадії 
розвитку  Cf ≈ 5–8. 

Для подальшої діагностики необхідно виконати 
швидке перетворення Фур'є з визначенням гармонік 
мережі (2f =100 Гц), частоти обертання підшипників 
(що залежить від їх геометричних та конструктивних 
параметрів) та частоти обертання ротора (fr), що до-
зволить локалізувати джерело вібрації. 

Безпосередньо оцінити вібрацію електродвигуна 
за складним часовим сигналом дуже складно. Значно 
полегшує аналіз перехід у частотну область – побудо-
ва частотного спектра вібрації. Це дає змогу виявляти 
як існуючі, так і дефекти що розвиваються, у тому 
числі потенційно критичні. Перетворення на рис. 4. 
здійснюється за допомогою ШПФ (швидкого перет-
ворення Фур'є). Завдяки системі збору та аналізу да-
них можна легко отримати і переглядати частотний 
профіль вібрації. 

 

Рисунок 4. Аналіз вібрації електродвигуна змінного 
струму в частотній ділянці 

На рис. 4 показано високочастотний (діапазон до 
~240 кГц) спектр сигналу вібрації асинхронного дви-
гуна в частотній області. Він використовується для 
ранньої діагностики дефектів підшипників кочення. 

Максимальна амплітуда сигналу складає ~4,125 
мВ (8–9 поділок), що свідчить про наявність потужно-
го збурення. На спектрі видно чіткі піки на частотах 
близько 39,9 кГц, 79,8 кГц (друга гармоніка), 159,7 
кГц (четверта гармоніка) тощо. Це вказує на періоди-
чне джерело збурення з основною частотою близько 
40 кГц, що типово для резонансної частоти конструк-
ції, що збуджується ударами при дефекті підшипника. 
Крім того, наявність сімейства гармонік (кратних 40 
кГц) зі спадаючою амплітудою є класичною ознакою 
імпульсного збудження (локальний дефект доріжки 
підшипника, що періодично вдаряє об тіла кочення). 

Теоретично, частота дефектів підшипників ко-
чення визначається наступним чином:  
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де n – кількість тіл кочення, fr – частота обертан-
ня ротора, d – діаметр тіла кочення, D – середній діа-
метр внутрішньої доріжки підшипника, α – кут конта-
кту. 
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Перехід від часової області сигналу до частотної 
значно спрощує діагностику. За допомогою ШПФ 
складний часовий сигнал перетворюється на частот-
ний спектр, де кожна гармоніка чітко вказує на дже-
рело вібрації. 

У спектрі справного асинхронного електродви-
гуна домінують: 

1) перша гармоніка частоти обертання ротора; 

2) складові на частоті живлення мережі та її кра-
тних. 

При розвитку типових дефектів у спектрі 
з’являються характерні діагностичні ознаки: 

1) Механічний дисбаланс та ексцентриситет ро-
тора - різке зростання амплітуди першої та другої га-
рмонік обертання. 

2) Дефекти ротора (обриви стрижнів) - бічні сму-
ги ковзання навколо гармонік обертання з інтервалом 
2•s•fₛ (де s - ковзання ротора). 

3) Ослаблення обмоток статора та електромагні-
тний дисбаланс - посилення складових на частоті жи-
влення fₛ та її гармоніках (2fₛ, 3fₛ тощо). 

Запропонований динамічний збір даних з висо-
кою частотою дискретизації та обробкою ШПФ на-
дійно виділяє ці ознаки навіть за наявності промисло-
вого шуму. Це дає змогу виявляти зародження дефек-
тів на ранніх стадіях і переходити до прогнозного те-
хнічного обслуговування без розбирання обладнання. 

Традиційний періодичний збір статичних даних 
дозволяє лише періодично фіксувати стан обладнан-
ня, але він погано справляється з реєстрацією швид-
коплинних динамічних процесів, таких як ударні на-
вантаження, імпульсні вібрації двигуна чи раптові 
зміни акустичного фону довкілля. Через це такі дані 
виявляються малопридатними для надійної прогноз-
ної діагностики. 

Сучасні системи збору даних (Data Acquisition 
System) працюють у динамічному режимі, що дає їм 
можливість постійно сканувати всі вимірювальні ка-
нали, виконувати множинні вибірки з високою швид-
кістю та практично не залежати від зовнішніх переш-
код чи умов експлуатації. 

Найкращим вибором для вимірювання вібрації в 
промислових застосуваннях вважаються акселеромет-
ри. Перед вибором конкретної моделі варто звернути 
увагу на динамічний діапазон, максимально допусти-
ме прискорення, робочий частотний діапазон, діапа-
зон робочих температур, а також конструктивне ви-
конання датчика - спосіб кріплення, ступінь захисту 
та стійкість до агресивного промислового середови-
ща. Конструкція має відповідати особливостям 
об’єкта моніторингу, зокрема електродвигуна змінно-
го струму. 

Існує кілька основних типів акселерометрів. 
П’єзоелектричні датчики є найпоширенішими в про-
мисловій вібраційній діагностиці завдяки високій мі-

цності, жорсткості та здатності працювати в складних 
умовах. Ємнісні акселерометри, виконані як мікрое-
лектромеханічні системи, поєднують мікроелектроні-
ку та механіку в одному чіпі й стали наймасовішим 
сучасним типом. П’єзорезистивні датчики особливо 
добре підходять для ударних випробувань, оскільки 
витримують пікові прискорення до приблизно 200 g. 
Індукційні акселерометри в промислових задачах 
майже не застосовуються через низьку завадостій-
кість. 

П’єзоелектричні та п’єзорезистивні акселеромет-
ри чудово проявляють себе в екстремальних умовах - 
при високих температурах, сильних ударах, інтенсив-
ній вібрації, а також у широкому амплітудному та 
частотному діапазоні. Водночас ємнісні МЕМС-
датчики, хоча й поступаються за максимальною амп-
літудою прискорення, виграють завдяки дуже високій 
чутливості, точності, стабільності та загальній надій-
ності вимірювань у більшості типових промислових 
застосувань. 

Запропонований метод вібраційної діагностики 
має ряд суттєвих переваг порівняно з іншими метода-
ми діагностування асинхронних двигунів (аналіз 
струму статора, вимірювання опору ізоляції). Серед 
головних переваг – можливість безконтактного (без 
розбирання обладнання) раннього виявлення механіч-
них і електромагнітних дефектів, висока чутливість до 
розвитку несправностей на стадіях, коли інші методи 
ще не фіксують відхилень, а також відносна простота 
впровадження в системи постійного моніторингу. Ме-
тод дозволяє перейти від планового до прогнозного 
технічного обслуговування, що суттєво знижує ризик 
аварійних зупинок. 

Ефективність діагностики можна оцінювати за 
такими критеріями – чутливість до ранніх стадій де-
фектів, час попередження до можливого виходу з ла-
ду, достовірність ідентифікації типу несправності, 
завадостійкість у промислових умовах та загальна 
вартість системи моніторингу. 

Водночас метод має певні обмеження:  

- неможливість контролю стану ізоляції обмотки 
електричної машини, оскільки за статистичними да-
ними аварії через пошкодження ізоляції становлять 
значну частину із загальної кількості аварій;  

- необхідність встановлення датчиків вібрації; 

- при вимірюванні вібрації, результати дослі-
джень залежать від місця встановлення вимірюваль-
ної апаратури. Крім того, виникає необхідність у 
встановленні датчиків у трьох площинах, а також не-
обхідно враховувати вплив зовнішніх факторів (пара-
метрів мережі живлення тощо) на результати вимірю-
вання. 

Конфлікт інтересів. Автори заявляють про від-
сутність конфлікту інтересів. 
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V. ВИСНОВКИ 

У результаті проведених досліджень підтвер-
джено високу ефективність методу вібродіагностики 
для виявлення механічних несправностей асинхрон-
них двигунів, зокрема локальних дефектів підшипни-
ків кочення. На відміну від електричних методів діаг-
ностування, які ефективні, наприклад, при виявленні 
обривів стержнів ротора, але мають обмежену чутли-
вість до механічних дефектів на ранніх стадіях, вібра-
ційна діагностика є більш чутливим методом до вияв-
лення дефектів особливо, які знаходяться на ранній 
стадії їх розвитку. 

Аналіз сигналу в часовій області поєднує стохас-
тичну складову (перешкоди) та детерміновані періо-
дичні збурення. Виявлено биття, зумовлене інтерфе-
ренцією близьких за частотою складових (частоти 
обертання ротора та бічних смуг ексцентриситету), 
що проявляється у вигляді модуляції амплітуди та 
свідчить про пошкодження підшипників досліджува-
ного двигуна. Застосування статистичних критеріїв 
дозволяє об'єктивно оцінити імпульсність процесу: 
значення Cf >10 та β2 > 3 є достовірними індикатора-
ми ударної взаємодії в підшипниках. 

Частотний аналіз отриманого сигналу методом 
ШПФ виявив наявність високочастотної резонансної 
складової в діапазоні ~40 кГц та її гармонік (79,8 кГц, 
159,7 кГц). Це свідчить про збудження власних коли-
вань конструкції при періодичній ударній взаємодії в 
пошкодженому підшипнику, що підтверджує доціль-
ність застосування даного методу для ранньої діагно-
стики локальних дефектів. Визначення спектральних 
складових, що відповідають частотам проходження 
дефектів дозволяє з високою точністю ідентифікувати 
пошкоджений елемент підшипника. 

Результати дослідження можуть бути використа-
ні при розробці автоматизованих систем технічного 
діагностування та прогнозування залишкового ресур-
су електричних машин, а також при створенні мето-
дичних рекомендацій для обслуговуючого персоналу 
підприємств з експлуатації асинхронних двигунів у 
різних галузях промисловості. 
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Purpose. A study of a method for non-contact diagnosis of induction motors through the analysis of vibration sig-
nals. This will enable the timely detection of defects that arise in their early stages during operation without disassem-
bling the equipment. This will improve methods for diagnosing induction motors, thereby enhancing the reliability and 
safety of their operation. 

Methodology. Frequency analysis of vibration signals using fast Fourier transform to extract diagnostic features 
in the time and frequency domains. 

Findings. The study established a high sensitivity of the vibration characteristics of asynchronous electric motors 
to typical defects (rotor eccentricity, rod breakage, bearing damage, mechanical imbalance, shaft misalignment, and 
stator winding weakening). It was shown that a complex frequency analysis using the fast Fourier transform allows 
detecting signs of defects much earlier than periodic static monitoring. The vibration spectrum clearly shows side slip 
bands, bearing defect frequencies, amplification of the first harmonic of rotation, and components at power supply fre-
quencies. The proposed non-contact method has high practical applicability for monitoring the technical condition of 
motors in industrial conditions. 

Originality.  The scientific novelty of the research lies in improving the approach to diagnosing electric motors 
through a comprehensive analysis of vibration characteristics in the time and frequency domains, which allows increas-
ing the reliability of detecting defects at the early stages of their development. 

Practical value.  The results obtained can be used for the implementation of vibration monitoring systems for the 
technical condition of electric motors in industrial conditions. The proposed approaches to the analysis of vibration 
characteristics make it possible to perform early diagnosis of typical defects, reduce the risk of emergency failures and 
optimize the planning of maintenance and repair of electric machines. The materials of the work can be used during the 
development of software for diagnostic systems, as well as in the educational process for the training of specialists in 
electromechanics and power engineering. 

Keywords: induction motor; vibration diagnostics; vibration analysis; rotor defects; bearing defects; rotor eccen-
tricity; condition monitoring; early defect detection. 
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Мета роботи. Метою роботи є розроблення комплексу математичних моделей взаємодії колеса з дорож-
нім покриттям у складі комплексної моделі електромобіля для дослідження розгону, гальмування, повороту, пе-
рерозподілу навантажень між осями і колесами та аналізу ефективності алгоритмів керування тяговим елек-
троприводом у типових і граничних режимах руху. 

Методи дослідження. Використано положення теоретичної механіки, динаміки транспортних засобів, 
теорії електропривода, математичного моделювання, а також емпіричні залежності для опису зчеплення шини 
з опорною поверхнею. Для визначення сил у плямі контакту застосовано емпіричну модель Буркгардта, а рух 
електромобіля описано в межах моделі плоского руху з урахуванням поздовжнього і поперечного перенесення 
навантаження, зміни нормальних реакцій та ковзання коліс.  

Отримані результати. Сформовано узгоджений комплекс моделей, який дає змогу визначати реакції в 
контакті колеса з дорогою та оцінювати вплив коефіцієнта зчеплення, буксування, швидкості руху, вертикаль-
ного навантаження і режиму керування на поведінку електромобіля. Показано можливість відтворення руху на 
сухому, вологому та слизькому покритті й аналізу умов втрати зчеплення, зниження керованості та погіршення 
реалізації тягового або гальмівного моменту. Модель дає змогу порівнювати режими роботи ведучих коліс, оці-
нювати чутливість системи до параметрів дороги та використовувати результати для синтезу алгоритмів 
обмеження проковзування, перерозподілу моментів і підвищення курсової стійкості. Результати придатні для 
формування параметрів подальших досліджень, перевірки логіки керування та попередньої оцінки енергетичної 
ефективності системи. 

Наукова новизна. Наукова новизна полягає в інтеграції моделі колеса, емпіричного опису шинно-дорожньої 
взаємодії та моделі плоского руху електромобіля в єдину узгоджену математичну схему, придатну для дослі-
дження індивідуального електропривода коліс і режимів обмеженого зчеплення. 

Практична цінність. Практична цінність полягає у можливості використання розробленого комплексу 
моделей як основи для створення розрахунково-випробувального стенда дослідження систем керування тягою, 
антибуксувального й антиблокувального керування, рекуперативного гальмування та рішень Smart Drive для еле-
ктромобілів у різних дорожніх умовах експлуатації. 

Ключові слова: електромобіль, динаміка електромобіля, взаємодія колеса з дорогою, коефіцієнт зчеп-
лення, коефіцієнт буксування, модель Буркгардта, математичне моделювання.

I. ВСТУП 

Розвиток електромобільного транспорту та підви-
щення вимог до систем керування рухом зумовлюють 
потребу в удосконаленні математичних моделей дина-
мічних процесів у транспортних засобах з електропри-
водом. Математичне моделювання дає змогу дослі-
джувати режими руху електромобіля й верифікувати 
алгоритми керування без проведення натурних випро-
бувань. 

II. АНАЛІЗ ДОСЛІДЖЕНЬ І ПУБЛІКАЦІЙ 

Фундаментальні засади моделювання динаміки 
автомобіля та властивостей шин викладено у працях H. 

B. Pacejka [1], T. D. Gillespie [2], R. Rajamani [3] та J. Y. 
Wong [4]. Для опису поздовжньої взаємодії «шина–до-
рога» і врахування внутрішніх станів тертя доцільними 
є динамічні моделі, наведені у праці C. Canudas-de-Wit 
та співавт. [5]. Емпіричний опис залежності коефіціє-
нта зчеплення від буксування, який широко викорис-
товується в задачах гальмування та тягового керу-
вання, представлено у роботі M. Burckhardt [6]. 

Питання ідентифікації кривої зчеплення та оціню-
вання параметрів контакту в реальних режимах руху 
розглянуто в працях J. I. Miller і D. Cebon [7], X. Xia та 
співавт. [8], D. Garcia-Pozuelo та співавт. [9], а також Y. 
Zou та співавт. [10]. Ці дослідження підтверджують, 
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що точність визначення сил у плямі контакту та грани-
чного коефіцієнта зчеплення істотно впливає на якість 
алгоритмів регулювання тяги і гальмування. 

Сучасні підходи до керування буксуванням і реа-
лізації тягових можливостей електромобілів, зокрема 
для транспортних засобів з індивідуальним приводом 
коліс, наведено у роботах S. Ding та співавт. [11], J. Shi 
та співавт. [12], S. Kang та співавт. [13], S. Quan та спів-
авт. [14], J. Park і J. Na [15], Z. Bi та співавт. [16]. Вод-
ночас у більшості опублікованих робіт основна увага 
приділяється або алгоритму керування, або окремій 
моделі шини чи оцінюванню дорожнього коефіцієнта 
зчеплення. Недостатньо висвітленим залишається пи-
тання побудови цілісної комплексної моделі електро-
мобіля, яка поєднує модель колеса, емпіричний опис 
зчеплення, плоский рух кузова та динамічний перероз-
поділ вертикальних реакцій у межах єдиної узгодженої 
математичної структури. 

III. МЕТА РОБОТИ 

Метою роботи є розроблення комплексу матема-
тичних моделей взаємодії колеса з дорожнім покрит-
тям у складі комплексної моделі електромобіля для до-
слідження розгону, гальмування, повороту, перерозпо-
ділу навантажень між осями і колесами та аналізу ефе-
ктивності алгоритмів керування тяговим електропри-
водом у типових і граничних режимах руху.  

IV. ВИКЛАДЕННЯ ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ І 
АНАЛІЗ ОТРИМАНИХ РЕЗУЛЬТАТІВ 

Для верифікації запропонованого комплексу мо-
делей сформовано математичну модель руху електро-
мобіля для дослідження взаємодії коліс із дорожнім 
покриттям за змінних умов. Узагальнену компонува-
льну схему комплексної моделі наведено на рис. 1. 

 

Рисунок 1. Компонувальна схема електропривода у 
складі комплексної моделі електромобіля 

Технічну специфікацію комплексної моделі елек-
тромобіля представлено у табл. 1. 

Таблиця 1. Технічна специфікація комплексної моделі 
електромобіля 

Найменування  

параметра 
Позна-
чення 

Значення 

Колісна формула m×n 4×2 

Повна маса, кг 𝑀௔ 2170 

Розподіл маси по осях 
(передня/задня), % 

п/з (П) 51/49 

Момент інерції автомо-
біля навколо осі Z відно-
сно точки центру мас для 

повної маси, кгꞏм² 

JzОцм (П) 5017,5 

Довжина автомобіля, м a 4,393 

Ширина автомобіля, м b 2,010 

Висота автомобіля, м h 1,599 

Колісна база, м L 2,699 

Для опису процесів буксування у моделі викори-
стано узагальнену математичну модель колісного ру-
шія, що відтворює основні закономірності взаємодії 
колеса з дорожнім покриттям на основі відомих дже-
рел [1, 2]. 

У досліджуваній комплексній моделі електромо-
біля рушієм виступають колеса передньої осі. Залежно 
від характеру поданого моменту колесо може працю-
вати у веденому, ведучому або гальмівному режимах 
кочення. 

У веденому режимі на колесо діють низка сило-
вих і кінематичних чинників (рис. 2), зокрема: 𝑀௞ – 
крутний момент на колесі, Нꞏм; 𝐹௭ – вертикальна реак-
ція, що діє на і-те колесо, Н; 𝑅௫ – дотична реакція у 
плямі контакту, Н; 𝑟ௗ – динамічний радіус колеса, м; 𝑓 
– коефіцієнт опору коченню. 

 

Рисунок 2. Ведений режим кочення колеса 

Для умов рівноваги сили, що діють у горизонта-
льному напрямку, задовольняють: 
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                  ∑𝐹௫ ൌ 0: 𝐹் െ 𝑅௫ ൌ 0.                  (1) 

Сума моментів відносно точки О дорівнює нулю: 

∑𝑀଴ ൌ 0: െ𝑀௞௝ െ 𝑅௭ ⋅ 𝑎 ൅ 𝑅௫ ⋅ 𝑟ௗ ൌ 0.   (2) 

Відповідно, рівняння динаміки колеса у веденому 
режимі можна записати як: 

 ൜
𝐹் ൌ 𝑅௫,

𝑀௞௝ ൌ 𝑅௫ ⋅ 𝑟ௗ െ 𝑅௭ ⋅ 𝑎,  (3) 

де 𝑉ሶ௞ – лінійне прискорення колеса, м/с²; 𝐽௞ – мо-
мент інерції колеса, кгꞏм²; 𝜔ሶ ௞ – кутове прискорення ко-
леса, 1/с². 

Вертикальна реакція 𝑹𝒛 зміщується відносно 
центра обертання колеса 𝑶 на відстань 𝒂, що зумов-
лено пружними властивостями еластичної шини. До-
буток 𝑹𝒛 ⋅ 𝒂 визначає момент опору коченню колеса 
𝑴𝒇. Величину 𝒂 можна представити у вигляді: 

 𝑎 ൌ 𝑓 ⋅ 𝑟ௗ, (4) 

де 𝑓 – коефіцієнт опору коченню; 𝑟ௗ – динамічний 
радіус колеса, м. 

Горизонтальна сила 𝐹், що діє на і-те колесо ав-
томобіля, визначається залежністю: 

 𝐹் ൌ 𝑚௞ ⋅ 𝑉ሶ௞,  (5) 

де 𝑚௞ – маса, приведена до колеса, а 𝑉ሶ௞ –  лінійне 
прискорення центра колеса. 

Інерційний момент колеса описується рівнянням: 

 𝑀௞௝ ൌ 𝐽௞ ⋅ 𝜔ሶ ௞, (6) 

де 𝐽௞ – момент інерції колеса, кгꞏм², а 𝜔ሶ ௞ – його 
кутове прискорення, 1/с². 

Після підстановки вищенаведених рівнянь до си-
стеми отримаємо уточнений вигляд рівнянь динаміки 
для веденого режиму: 

 ൜ 𝑚௞ ⋅ 𝑉ሶ௞ ൌ 𝑅௫,
𝐽௞ ⋅ 𝜔ሶ ௞ ൌ 𝑅௫ ⋅ 𝑟ௗ െ 𝑅௭ ⋅ 𝑓 ⋅ 𝑟ௗ,

 (7) 

де 𝑅௫ – дотична сила реакції у зоні контакту ко-
леса з дорогою. 

Як зазначено у [2, 4], коефіцієнт опору коченню 𝑓 
може бути поданий у вигляді емпіричного виразу: 

  𝑓 ൌ 𝑓଴ ൅ 𝑘௙ ⋅ 𝑉௔
ଶ ൅ 𝑓୼,  (8) 

де 𝑓଴ – коефіцієнт опору коченню для сухої рівної 
поверхні за швидкостей, близьких до нульових; 𝑘௙ – 
коефіцієнт зростання опору з підвищенням швидкості 
(для легкових автомобілів 𝑘௙ ൌ ሺ4 … 5ሻ ൈ 10ିହ); 𝑓୼ – 
поправковий коефіцієнт, що враховує тип дорожнього 
покриття. 

Залежність 𝑓ሺ𝑉ሻ  має квадратичний характер і уз-
годжується з експериментальними даними; числові 
значення коефіцієнтів для різних типів дорожнього по-
криття прийнято за [2, 4]. Коефіцієнти опору кочення 

для різних типів дорожнього покриття прийняті відпо-
відно до відомих експериментальних даних, наведених 
у вищевказаній роботі. 

У ведучому режимі на колесо діють ті самі групи 
силових і кінематичних факторів, що й у попередньому 
випадку (рис. 3), однак напрям дії обертального моме-
нту змінюється. 

 

Рисунок 3. Ведучий режим кочення колеса 

Для ведучого режиму справедливі умови рівно-
ваги сил і моментів, що діють на колесо: 

 ∑𝐹௫ ൌ 0: െ 𝐹் ൅ 𝑅௫ ൌ 0,  (9) 

∑𝑀ை ൌ 0: െ𝑀௞௝ ൅ 𝑀௞ െ 𝑅௭ ⋅ 𝑎 െ 𝑅௫ ⋅ 𝑟ௗ ൌ 0.  (10) 

Після відповідних перетворень система рівнянь 
динаміки колеса у ведучому режимі набуває вигляду: 

 ൜
𝐹் ൌ 𝑅௫,

𝑀௞௝ ൌ 𝑀௞ െ 𝑅௭ ⋅ 𝑎 െ 𝑅௫ ⋅ 𝑟ௗ. (11) 

Під час роботи ведучого колеса спостерігається 
проковзування еластичної шини відносно дорожньої 
поверхні. Цей процес характеризується коефіцієнтом 
буксування 𝑺𝜹, який визначається за формулою: 

 𝑆ఋ ൌ 1 െ
௏ೖ

௥ೖ⋅ఠೖ
, (12) 

де 𝑟௞ – кінематичний радіус колеса, м; 𝜔௞ – кутова 
швидкість обертання, 1/c; 𝑉௞ – лінійна швидкість 
центра мас колеса, м/с. 

Експериментальні дослідження показують, що 
при наявності проковзування максимальна дотична 
сила реакції прямо пропорційна нормальній реакції 
опори [1, 2]: 

 𝑅௫ ൌ 𝑅௭ ⋅ 𝜑௫, (13) 

де 𝜑௫ – коефіцієнт зчеплення у поздовжньому на-
прямку. 
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З урахуванням цього рівняння динаміки набува-
ють вигляду: 

 ൜
𝑚௞ ⋅ 𝑉ሶ௞ ൌ 𝑅௫,

𝐽௞ ⋅ 𝜔ሶ ௞ ൌ 𝑀௞ െ 𝑅௭ ⋅ 𝑟ௗሺ𝑓 െ 𝜑௫ሻ,
 (14) 

де 𝑓 – коефіцієнт опору коченню, а 𝑟ௗ – динаміч-
ний радіус колеса. 

Для опису процесу взаємодії колеса з дорожнім 
покриттям використовується емпірична модель Бурк-
гардта [6], яка описує залежність коефіцієнта зчеп-
лення від ступеня буксування: 

 𝜑௫ ൌ 𝐶ଵ ⋅ ሺ1 െ 𝑒ି஼మௌഃሻ െ 𝐶ଷ ⋅ 𝑆ఋ, (15) 

де 𝐶ଵ – параметр, що визначає максимум кривої 
(𝐶ଵ ൌ 𝜑௫௠௔௫); 𝐶ଶ – параметр, який задає форму кривої, 

при цьому 𝐶ଶ ⋅ 𝑒ି஼మௌഃ ൌ
஼య

஼భ
;  𝐶ଷ – параметр, який харак-

теризує спад коефіцієнта зчеплення після досягнення 
максимуму (𝐶ଷ ൌ 𝜑௫௠௔௫ െ 𝜑БЛ). 

Для опису залежності коефіцієнта зчеплення від 
ступеня буксування використано відому емпіричну 
модель, параметри якої прийнято згідно з [6]. Підходи 
до оцінювання (ідентифікації) параметрів кривої зчеп-
лення за виміряними даними в режимі керованого га-
льмування (slip-controlled braking) розглянуто у [7]. 

У гальмівному режимі на колесо діють ті самі 
групи сил і моментів (рис. 4), однак домінуючим фак-
тором є гальмівний момент Mt, що прикладається у на-
прямку, протилежному обертанню. 

 

Рисунок 4. Гальмівний режим кочення колеса 

Для гальмівного режиму рівняння рівноваги сил і 
моментів мають вигляд: 

 ∑𝐹௫ ൌ 0: 𝐹் െ 𝑅௫ ൌ 0, (16) 

∑𝑀ை ൌ 0: 𝑀௞௝ െ 𝑀௧ െ 𝑅௭ ⋅ 𝑎 ൅ 𝑅௫ ⋅ 𝑟ௗ ൌ 0.  (17) 

На основі цих співвідношень рівняння динаміки 
колеса у гальмівному режимі запишемо як: 

 ൜
𝑚௞ ⋅ 𝑉ሶ௞ ൌ 𝑅௫,

𝑀௞௝ ൌ 𝑀௧ ൅ 𝑅௭ ⋅ 𝑎 െ 𝑅௫ ⋅ 𝑟ௗ. (18) 

Після перетворень та з урахуванням рівнянь 
зв’язку отримуємо остаточну форму: 

 ൜
𝑚௞ ⋅ 𝑉ሶ௞ ൌ 𝑅௫,

𝐽௞ ⋅ 𝜔ሶ ௞ ൌ 𝑀௧ ൅ 𝑅௭ ⋅ 𝑟ௗ ⋅ ሺ𝑓 െ 𝜑௫ሻ,
 (19) 

де 𝑀௧ – гальмівний момент, Нꞏм; 𝜑௫ – коефіцієнт 
зчеплення у поздовжньому напрямку; 𝑓 – коефіцієнт 
опору коченню; 𝑟ௗ – динамічний радіус колеса, м. 

Відповідно до загальних принципів побудови ма-
тематичних моделей [1], для аналізу процесів керу-
вання інтелектуальним регулятором електропривода 
(ІРЕ) доцільно використовувати модель автомобіля з 
трьома ступенями вільності. Такий підхід забезпечує 
достатню точність опису динамічної поведінки авто-
мобіля та дозволяє моделювати роботу ІРЕ за різних 
режимів і типів керування. 

Розроблена математична модель з трьома ступе-
нями вільності охоплює систему рівнянь, що опису-
ють: плоский рух корпусу автомобіля відносно земної 
поверхні; взаємодію обертання всіх коліс із кузовом 
транспортного засобу; зв’язок кінематичних парамет-
рів кочення еластичних коліс із силовими чинниками, 
що діють у зоні контакту; залежність крутних моментів 
коліс від їх кутових швидкостей та сигналів керування 
від системи автоматичного регулювання (САР), яка ре-
алізує алгоритми керування ІРЕ. 

Для побудови моделі прийнято такі спрощення: 
площина обертання колеса вважається вертикальною; 
не враховується залежність фрикційних властивостей 
шини та дорожнього покриття від температури при не-
стаціонарному коченні. 

Положення та параметри руху автомобіля визна-
чаються у нерухомій системі координат XOY, зв’яза-
ній із землею. Розрахункова схема математичної мо-
делі для автомобіля з трьома ступенями вільності (пе-
редній привід) представлена на рис. 5. 

 

Рисунок 5. Розрахункова схема математичної моделі 
руху автотранспортного засобу з трьома ступенями 
вільності (передній привід) 
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Динаміку руху автомобіля в системі координат 
XOY, пов’язаній із землею, описує формула: 

 
𝑮𝒂

𝒈
⋅ 𝒙ሷ 𝑶' ൌ ሺ𝑹𝒙𝟏 ൅ 𝑹𝒙𝟐 െ 𝑹𝒙𝟑 െ 𝑹𝒙𝟒ሻ ⋅ 𝐜𝐨𝐬 𝜽 ൅ ሺ𝑹𝒚𝟏 ൅

𝑹𝒚𝟐 ൅ 𝑹𝒚𝟑 ൅ 𝑹𝒚𝟒ሻ ⋅ 𝐬𝐢𝐧 𝜽 െ 𝑭𝒂𝒙 െ 𝑭𝒘𝒙,  
𝑮𝒂

𝒈
⋅ 𝒚ሷ 𝑶' ൌ െሺ𝑹𝒙𝟏 ൅ 𝑹𝒙𝟐 െ 𝑹𝒙𝟑 െ 𝑹𝒙𝟒ሻ ⋅ 𝐬𝐢𝐧 𝜽 െ

ሺെ𝑹𝒚𝟏 െ 𝑹𝒚𝟐 െ 𝑹𝒚𝟑 െ 𝑹𝒚𝟒ሻ ⋅ 𝐜𝐨𝐬 𝜽 െ 𝑭𝒂𝒚 ൅ 𝑭𝒘𝒚,      
     (20) 

 𝐽ை'м ⋅ 𝜃ሷ ൌ ሺ𝑅௫ଵ െ 𝑅௫ଶ െ 𝑅௫ଷ ൅ 𝑅௫ସሻ ⋅
஻

ଶ
൅ ൫െ𝑅௬ଷ െ

𝑅௬ସ൯ ⋅ ሺ𝐿ଵ ൅ 𝐿ଶሻ ൅ ቀሺ𝐹௔௫ ൅ 𝐹௪௫ሻ ⋅ si n 𝜃 ൅ ൫𝐹௔௬ െ 𝐹௪௬൯ ⋅

co s 𝜃ቁ ⋅ 𝐿ଶ, 

𝐽ை'м ൌ 𝐽௭Оцм ൅
ீೌ

௚
⋅ 𝐿ଶ

ଶ ,  

де 𝑥ை', 𝑦ை' – координати точки 𝑂', пов’язаної з ав-
томобілем, у нерухомій системі координат, м; 𝜃 – кут 
повороту рухомої системи координат 𝑋௠𝑂'𝑌௠, жорстко 
закріпленої до автомобіля, °; 𝐽ை'м – момент інерції ав-
томобіля відносно вертикальної осі через точку 𝑂', 
кгꞏм²; 𝐽௭Оцм – момент інерції автомобіля відносно вер-
тикальної осі через центр мас 𝑂цм, кгꞏм²; 𝑅௫௜, 𝑅௬௜ – проє-
кції дотичних і бокових реакцій у зоні контакту i-го ко-
леса на осі рухомої системи координат 𝑋௠, 𝑌௠, Н; 
𝐹௔௫, 𝐹௔௬ – складові сили ваги при русі автомобіля на по-
хилій поверхні, Н; 𝐹௪௫, 𝐹௪௬ – складові сили аеродина-
мічного опору руху, Н; 𝐵 – колія автомобіля, м; 𝐿ଵ, 𝐿ଶ – 
координати розташування центра мас відносно бази 
автомобіля, м. 

Складові сили ваги при русі по похилій поверхні 
визначаються виразами: 

𝐹௔௫ ൌ 𝐺௔ ⋅ si n 𝛼 ⋅ co s 𝜃 , 𝐹௔௬ ൌ 𝐺௔ ⋅ si n 𝛼 ⋅ si n 𝜃,  (21) 

де 𝛼– кут нахилу дороги. 

Складові сили аеродинамічного опору визнача-
ються рівняннями: 

𝑭𝒘𝒙 ൌ 𝑪𝒘𝒙 ⋅ 𝝆 ⋅ 𝑭лоб ⋅
𝒙ሶ 𝑶'

𝟐

𝟐
, 𝑭𝒘𝒚 ൌ 𝑪𝒘𝒚 ⋅ 𝝆 ⋅ 𝑭бок ⋅

𝒚ሶ 𝑶'
𝟐

𝟐
,  (22) 

де 𝐶௪௫ – коефіцієнт лобового опору; 𝐶௪௬ – коефі-
цієнт бокового опору; 𝐹лоб – площа лобового перерізу 
автомобіля, м²; 𝐹бок – площа бокового перерізу, м²; 𝜌 – 
густина повітря, кг/м³. 

Координати центрів коліс у нерухомій системі ко-
ординат визначаються через положення центра мас ав-
томобіля, колісну базу та кут орієнтації корпусу відпо-
відно до розрахункової схеми представленої на рис. 6. 

Лінійні швидкості центрів коліс у рухомій системі 
координат визначаються з урахуванням поступального 
руху корпусу автомобіля та його кутового обертання. 

Математична модель колісного рушія визнача-
ється системою рівнянь: 

𝐽௞ ⋅ 𝜔ሶ ௞ଵ ൌ 𝑀௞ଵ െ 𝑅௭ଵ ⋅ 𝑟ௗଵ ⋅ ሺ𝑓ଵ െ 𝜑௫ଵሻ,
𝐽௞ ⋅ 𝜔ሶ ௞ଶ ൌ 𝑀௞ଶ െ 𝑅௭ଶ ⋅ 𝑟ௗଶ ⋅ ሺ𝑓ଶ െ 𝜑௫ଶሻ,

𝐽௞ ⋅ 𝜔ሶ ௞ଷ ൌ 𝑅௫ଷ ⋅ 𝑟ௗଷ െ 𝑅௭ଷ ⋅ 𝑓ଷ ⋅ 𝑟ௗଷ,
𝐽௞ ⋅ 𝜔ሶ ௞ସ ൌ 𝑅௫ସ ⋅ 𝑟ௗସ െ 𝑅௭ସ ⋅ 𝑓ସ ⋅ 𝑟ௗସ,

          (23) 

де 𝐽௞ – момент інерції колеса i-ої осі, кгꞏм²; 𝑀௞௜ – 
крутний момент, прикладений до колеса i-ої осі, Нꞏм; 
𝑅௭௜ – нормальна реакція для i-го колеса, Н; 𝜔௞௜ – кутова 
швидкість обертання i-го колеса, 1/с; 𝑟ௗ௜ – динамічний 
радіус i-го колеса, м; 𝑓௜ – коефіцієнт опору коченню; 
𝜑௫௜ – коефіцієнт поздовжнього зчеплення. 

 

Рисунок 6. Розрахункова схема поступального руху 
автомобіля з переднім приводом 

Розроблена математична модель дозволяє опи-
сати динамічну поведінку автомобіля з урахуванням 
моделювання інтелектуального регулятора електроп-
ривода (ІРЕ), який може працювати за різними алгори-
тмами керування. Запропонована структура є універса-
льною: вона може використовуватись як для дослі-
дження ефективності алгоритмів ІРЕ та систем керу-
вання рухом (СКР), так і для розв’язання інших задач 
у поєднанні з додатковими математичними блоками 
моделі. 

Згідно з роботами [1–4], для правильного визна-
чення дотичних реакцій на ведучих і гальмівних осях 
автомобіля необхідно враховувати динамічний пере-
розподіл реакцій між ними. Для побудови математич-
ного опису випадку поступального руху автомобіля по 
горизонтальній дорозі зі швидкістю 𝑉௫, поздовжнім 
прискоренням 𝑗௫ та поперечним 𝑗௬, використовується 
розрахункова схема зовнішніх сил і моментів (рис. 6). 

Система координат при цьому пов’язана з доро-
гою: вісь x спрямована вздовж напряму поступального 
руху; вісь y – у площині дороги, перпендикулярно на-
прямку руху; вісь z – перпендикулярна до дорожньої 
поверхні. 

Компоненти центробіжної сили 𝑭𝒙𝒚 у поздовж-
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ньому та боковому напрямках визначаються рівнян-
нями: 

𝐹௑ ൌ 𝑀௔ ⋅ 𝑗௑, 𝐹௒ ൌ 𝑀௔ ⋅ 𝑗௒,                (24) 

де 𝑀௔ – маса автомобіля, кг; 𝑗௑ – поздовжнє прис-
корення, м/с²; 𝑗௒ – поперечне прискорення, м/с². 

Додаткова силова реакція, що виникає під дією 
поздовжнього прискорення 𝑗௑, визначається як: 

 𝑅௑ ൌ
௝೉⋅ெೌ⋅௛೒

௅
,  (25) 

де ℎ௚ – висота центра мас автомобіля, м; 𝐿 – колі-
сна база, м; 𝑗௑ ൐ 0 – режим прискорення; 𝑗௑ ൏ 0 – ре-
жим гальмування. 

При дії бокового прискорення 𝑗௒ додаткова си-
лова реакція визначається виразом: 

 𝑅௒ ൌ
௝ೊ⋅ெೌ⋅௛೒

஻
, (26) 

де 𝐵 – колія автомобіля, м; 𝑗௒ ൐ 0 – правий пово-
рот; 𝑗௒ ൏ 0 – лівий поворот. 

З урахуванням цих реакцій вертикальні наванта-
ження на колеса автомобіля можна записати як: 

 

𝑹𝒛𝟏𝟏 ൌ 𝑴𝒂 ⋅ 𝑲поп ⋅ ൬𝑲пр𝒈 െ
𝒋𝑿𝒉цм

𝑳
൅

𝒋𝒀𝒉цм

𝑩
൰,  

𝑹𝒛𝟏𝟐  ൌ 𝑴𝒂 ⋅ 𝑲поп ⋅ ሺ𝑲пр𝒈 െ
𝒋𝑿𝒉цм

𝑳
െ

𝒋𝒀𝒉цм

𝑩
ሻ,            

(27) 

𝑹𝒛𝟐𝟏  ൌ 𝑴𝒂 ⋅ ሺ𝟏 െ 𝑲попሻ ⋅ ሺሺ𝟏 െ 𝑲прሻ𝒈 ൅
𝒋𝑿𝒉цм

𝑳

൅
𝒋𝒀𝒉цм

𝑩
ሻ, 

𝑹𝒛𝟐𝟐  ൌ 𝑴𝒂 ⋅ ሺ𝟏 െ 𝑲попሻ ⋅ ሺሺ𝟏 െ 𝑲прሻ𝒈 ൅
𝒋𝑿𝒉цм

𝑳

െ
𝒋𝒀𝒉цм

𝑩
ሻ, 

де 𝐾поп – коефіцієнт поперечного статичного пе-
рерозподілу навантажень; 𝐾пр – коефіцієнт поздовж-
нього статичного перерозподілу; 𝑔 – прискорення ві-
льного падіння, м/с². 

Бокові реакції 𝑅௬ визначаються залежно від кутів 
уводу коліс: 

𝑅௬ଵଵ ൌ бଵଵ ⋅ 𝐾бଵଵ,
𝑅௬ଵଶ ൌ бଵଶ ⋅ 𝐾бଵଶ,
𝑅௬ଶଵ ൌ бଶଵ ⋅ 𝐾бଶଵ,
𝑅௬ଶଶ ൌ бଶଶ ⋅ 𝐾бଶଶ,

                  (28) 

де б௝௜ – кути уводу коліс, °; 𝐾б௝௜ – коефіцієнти 
опору уведенню, Н/°. 

Для випадку прямолінійного руху автомобіля 
кути уводу коліс визначаються за відомими співвідно-
шеннями, що враховують геометричні параметри тра-
нспортного засобу та кінематичні характеристики руху 
[1–4]. 

Конфлікт інтересів. Автори заявляють про відсу-
тність конфлікту інтересів. 

V. ВИСНОВКИ 

Сформовано комплекс математичних моделей 
взаємодії колеса з дорожнім покриттям у складі ком-
плексної моделі електромобіля, що забезпечує розра-
хунок поздовжніх і поперечних реакцій у плямі конта-
кту в типових режимах руху. 

Для ведучого та гальмівного режимів кочення за-
писано рівняння рівноваги сил і моментів та отримано 
залежності, які пов’язують прикладені моменти на ко-
лесі з дотичною реакцією у контакті з урахуванням 
опору коченню. 

Для опису залежності коефіцієнта зчеплення від 
ступеня буксування застосовано емпіричну модель Бу-
ркгардта, що дозволяє враховувати тип дорожнього 
покриття через вибір параметрів моделі та використо-
вувати її в розрахункових дослідженнях при змінних 
умовах зчеплення. 

Реалізовано модель плоского руху автомобіля з 
урахуванням динамічного перерозподілу вертикаль-
них реакцій між осями та окремими колесами під дією 
поздовжнього і бокового прискорень, що є необхідним 
для коректного визначення нормальних навантажень і 
граничних зчіпних можливостей. 

Запропонована математична схема може викори-
стовуватися як базова платформа для подальших дос-
ліджень алгоритмів керування тягою/гальмуванням 
електропривода та систем стабілізації руху шляхом ва-
ріювання параметрів автомобіля, умов зчеплення та ре-
жимів руху без проведення натурних експериментів. 

Подальші дослідження доцільно спрямувати на 
формалізоване порівняння алгоритмів керування у ти-
пових розрахункових сценаріях (прискорення/гальму-
вання на різних покриттях, комбіновані режими, збу-
рення), а також на верифікацію моделі за експеримен-
тальними або стендовими даними за наявності відпові-
дної вимірювальної інформації. 
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Purpose. The purpose of the work is to develop a set of mathematical models of wheel-road interaction as a part of 
a comprehensive electric vehicle model suitable for studying acceleration, braking, cornering, load redistribution be-
tween axles and wheels, and for analyzing traction electric drive control algorithms under typical and near-limit driving 
conditions. 

Methodology. The research is based on theoretical mechanics, vehicle dynamics, electric drive theory, mathematical 
modelling, as well as empirical relationships describing tyre adhesion to the supporting surface. The Burckhardt empir-
ical model is used to determine forces in the contact patch, while electric vehicle motion is described within a planar 
motion model that takes into account longitudinal and lateral load transfer, changes in normal reactions, and wheel slip. 

Findings. A consistent set of models has been formed that makes it possible to determine reactions in the wheel–
road contact and to assess the influence of the adhesion coefficient, slip, vehicle speed, vertical load and control mode 
on electric vehicle behaviour. The model reproduces motion on dry, wet and slippery surfaces and allows analysis of 
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traction loss, reduced controllability and deterioration in the implementation of traction or braking torque. It also makes 
it possible to compare the operating modes of the driving wheels, evaluate the system sensitivity to road parameters, and 
use the results for the synthesis of slip limitation, torque redistribution, and yaw stability algorithms. The results are 
suitable for defining test parameters, verifying control logic and making a preliminary assessment of system energy effi-
ciency. 

Originality.  The scientific novelty lies in integrating a wheel model, an empirical description of tire-road interac-
tion, and a planar electric vehicle motion model into a unified mathematical framework suitable for studying individual 
wheel electric drive and limited-adhesion conditions. 

Practical value.  The developed set of models can be used as a basis for a computational testing bench for studying 
traction control, anti-slip and anti-lock control, regenerative braking, and Smart Drive solutions for electric vehicles 
under different road operating conditions. 

Keywords: electric vehicle, electric vehicle dynamics, wheel-road interaction, adhesion coefficient, slip ratio, 
Burckhardt model, mathematical modeling. 
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ЕНЕРГЕТИЧНИХ ПОКАЗНИКІВ ЕЛЕКТРОМЕХАНІЧНОЇ СИСТЕМИ 

НА ОСНОВІ ВИСОКОВОЛЬТНИХ АСИНХРОННИХ ДВИГУНІВ З 
ФАЗНИМ РОТОРОМ 
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Мета роботи. Проведення комплексного дослідження та аналізу регулювальних властивостей і закономі-
рностей зміни енергетичних показників електромеханічних систем з імпульсним регулюванням в колі випрямле-
ного струму ротора на базі високовольтних асинхронних двигунів із фазним ротором з вентиляторним харак-
тером навантаження для розробки науково обґрунтованих методів підвищення їхньої загальної енергоефекти-
вності та мінімізації втрат потужності в усталених і перехідних режимах роботи. 

Методи дослідження. Теоретичні дослідження базуються на фундаментальних положеннях теорії елек-
тричних кіл, теорії електричних машин та автоматизованого електроприводу, та рівняннях математичної 
фізики для опису процесів електромеханічного перетворення енергії у високовольтних асинхронних двигунах із 
фазним ротором, застосуванням методів комп'ютерного моделювання, чисельних методів, інтерполяції, апро-
ксимації функцій. 

Отримані результати. Досліджено електромагнітні та енергетичні процеси електромеханічної з венти-
ляторним характером навантаження з урахуванням змінних аеродинамічних параметрів шахтної вентиляцій-
ної магістралі. Запропонована електромеханічна система з імпульсним регулюванням в колі випрямленого 
струму ротора виявляє яскраво виражені адаптивні властивості. Вона демонструє високу робастність і зда-
тність до прецизійного нівелювання будь-яких стохастичних збурень аеродинамічного навантаження, збері-
гаючи при цьому стійкість і надійність регулювання швидкості обертання асинхронного двигуна, тим самим 
підтримуючи стабільність провітрювання шахтних виробок навіть за умов критично заниженої частоти 
комутації вентилів перетворювача. Встановлено, що при регулюванні швидкості в діапазоні ковзань s = 0,5 
÷sном досягається підвищення коефіцієнта потужності системи до 0,80–0,93 та ККД до 92,5–94,5 %, що пере-
вершує показники нерегульованого електропривода на 0,25 та 40 % відповідно. 

Наукова новизна. Набув подальшого розвитку принципи побудови енергоефективних систем керування ве-
нтиляторних установок. Доведено, що застосування імпульсного регулювання електромеханічних систем з 
вентиляторних навантаженнях зі змінною аеродинамікою мережі дозволяє не лише стабілізувати робочі про-
цеси, але й суттєво підвищити загальний коефіцієнт потужності (до 0,80–0,93) та ККД системи на зниже-
них швидкостях обертання ротора асинхронного двигуна. 

Практична цінність. Практична цінність роботи полягає у доведенні економічної та технічної доцільно-
сті впровадження систем імпульсного керування високовольтними асинхронними двигунами, які входять до 
структури електромеханічних систем для промислових вентиляторних установок. Використання таких елек-
тромеханічних систем на діючих промислових об'єктах дає змогу не лише забезпечити точне реагування вен-
тиляційної установки на зміну аеродинамічного опору мережі, але й кардинально покращити енергетичні по-
казники підприємства, а також подовжити міжремонтний інтервал дороговартісних високовольтних двигу-
нів. 

Ключові слова: висока напруга, керування, електромеханічна система, моделювання, енергетичні по-
казники, втрати, вентиляторне навантаження, електроспоживання, шахтне електрообладнання 

I. ВСТУП 

Провітрювання вугільних та рудних шахт за до-
помогою установок вентиляторів головного провіт-
рювання (ВГП) належить до найбільш енергоємних 
стаціонарних технологічних процесів гірничодобув-
них підприємств. Ураховуючи, що номінальна потуж-
ність приводних електродвигунів ВГП у середньому 

становить 630–1600 кВт, а для надпотужних агрегатів 
сягає до 4МВт, частка їхнього електроспоживання 
може становити до 30 % від загального енергобалансу 
шахти. 

Сучасний стан парку ВГП у гірничодобувних ре-
гіонах характеризується критичним рівнем фізичного 
та морального зношення. За статистичними даними, 
понад 60 % агрегатів вичерпали свій ресурс, причому 
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370 з них відпрацювали понад два нормативні терміни 
експлуатації [1]. Ситуація ускладнюється тим, що на 
переважній більшості гірничих підприємств вентиля-
торні установки досі оснащені традиційними нерегу-
льованими системами керування виконавчих органів 
– високовольтних асинхронних двигунів. 

Головною специфічною особливістю експлуата-
ції ВГП є глибока мінливість аеродинамічного опору 
шахтної вентиляційної мережі під час роботи підпри-
ємства. Ці зміни мають як детермінований, так і сто-
хастичний характер та зумовлені динамікою розвитку 
гірничих робіт: зміною конфігурації вентиляційної 
схеми, збільшенням протяжності та перерізу виробок, 
станом вентиляційних споруд, а також зміною приро-
дної тяги, яка циклічно коливається залежно від пори 
року [2]. Необхідна витрата повітря також є несталою 
величиною і залежить від інтенсивності газовиділен-
ня, кількості діючих очисних і підготовчих вибоїв та 
обсягів витоків повітря. 

Амплітуда відхилень аеродинамічного опору від 
перспективних значень є колосальною. Фактичний 
опір мережі досягає свого розрахункового значення в 
середньому лише через декілька років після введення 
горизонту в експлуатацію та може змінюватися у 4–10 
разів. 

На сучасному етапі макроекономічного розвитку 
гірничої галузі спостерігається стійка тенденція до 
зниження продуктивності підприємств та скорочення 
кількості діючих робочих зон. Відповідно, об'єктивна 
потреба шахт у свіжому повітрі суттєво зменшилася. 
Проте, через відсутність гнучких систем керування, 
ВГП продовжують генерувати надлишковий напір. Це 
неминуче зміщує робочу точку агрегату в зону низь-
кої ефективності, що призводить до катастрофічного 
падіння загального коефіцієнта корисної дії (ККД) 
вентиляторної установки та колосальних невиправда-
них витрат електроенергії. 

II. АНАЛІЗ ДОСЛІДЖЕНЬ І ПУБЛІКАЦІЙ 

Упродовж останнього десятиліття спостерігаєть-
ся значне зростання наукового інтересу до вдоскона-
лення електромеханічних систем на основі асинхрон-
них двигунів із фазним ротором та каскадних схем 
регулювання. Аналіз сучасної світової літератури до-
зволяє виділити кілька ключових напрямів дослі-
джень у цій галузі. 

Значна кількість публікацій присвячена заміні 
класичних систем підпорядкованого регулювання на 
новітні математичні алгоритми. Так, у дослідженні [3] 
запропоновано систему модельного передбачуваного 
керування (MPC) для каскадних електроприводів, що 
дозволило суттєво підвищити швидкодію системи. 
Проте автори не врахували вплив нагрівання машини 
на зміну активного опору ротора, що в реальних умо-
вах призводить до похибок керування. Автори в робо-
ті [4] реалізували алгоритм прямого керування мо-
ментом (DTC) для потужних двигунів. Їхнє рішення 

мінімізує пульсації моменту, однак дослідження об-
межене режимами зі статичним навантаженням і не 
розглядає вентиляторний момент опору. У [5] проана-
лізовано еволюцію нелінійних стратегій керування і 
зазначено, що головною перепоною для їх масового 
впровадження є надмірне розрахункове навантаження 
на мікропроцесори. Робота [6] присвячена розробці 
бездатчикового керування на основі спостерігача ста-
ну змінного структури. Вирішивши проблему відмови 
датчиків швидкості, автори залишили поза увагою 
питання оптимізації загального ККД ЕМС. У статті 
[7] розроблено предиктивний контролер безпосеред-
ньо для промислових вентиляторів, але не розгляда-
ється проблема вибору оптимальної частоти комутації 
ключів інвертора для мінімізації динамічних втрат. У 
[8] автори провели дослідження, яке є одним із неба-
гатьох, що розглядає шахтні вентиляційні системи: 
автори запропонували адаптивне керування для ком-
пенсації збурень, але повністю проігнорували вплив 
вищих гармонік струму на тепловий стан високоволь-
тного двигуна при глибоких робочих ковзаннях. 

Інший пласт досліджень спрямований на вдоско-
налення апаратної частини перетворювачів у колі ро-
тора. Авторами в [2] обґрунтовано використання ак-
тивного випрямляча для оптимізації ефективності. 
Робота успішно вирішує проблему забезпечення мак-
симального коефіцієнта потужності на стороні мере-
жі, проте ігнорує додаткові втрати від несинусоїдаль-
ності струмів у самому роторі. Автори в [9] запропо-
нували покращення якості енергії класичного венти-
льного каскаду за рахунок паралельних активних фі-
льтрів, що є ефективним, але економічно недоцільним 
для високовольтних систем. У статті [10] досліджено 
метод просторової векторної модуляції для подавлен-
ня вищих гармонік, проте аналіз проведено лише для 
фіксованих номінальних режимів без урахування ди-
наміки навантаження. В [11] авторами пропонує інно-
ваційне застосування матричних перетворювачів для 
вентиляторів, алгоритм керування якими виявився 
занадто складним для надійного функціонування в 
умовах шахтних підстанцій. У роботі [12] доведено 
переваги багаторівневих інверторів для високовольт-
них ЕМС, але не сформульовано критеріїв оптимізації 
режимів роботи при змінному аеродинамічному опорі 
магістралі. Публікація [13] вирішує вузькоспеціалізо-
вану проблему синхронізації перетворювача з мере-
жею, розглядаючи привод виключно як електричний 
об'єкт. У праці [14] виконано оцінювання енергозбе-
реження каскадних приводів для вентиляторів, але не 
деталізовано баланс між статичними втратами у дви-
гуні та динамічними втратами у напівпровідникових 
елементах перетворювача. Таким чином, актуальним 
науково-прикладним завданням є комплексне дослі-
дження регулювальних характеристик та критеріїв 
енергоефективності асинхронних високовольтних 
ЕМС з імпульсним керування в колі ротора, працюю-
чого із вентиляторним характером навантаження з 
обов'язковим урахуванням жорстких вимог щодо їх-
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ньої електромагнітної сумісності з живильною мере-
жею. 

III. МЕТА РОБОТИ 

Метою роботи є проведення комплексного дос-
лідження та аналізу регулювальних властивостей і 
закономірностей зміни енергетичних показників елек-
тромеханічних систем з імпульсним регулюванням в 
колі випрямленого струму ротора на базі високоволь-
тних асинхронних двигунів із фазним ротором з вен-
тиляторним характером навантаження для розробки 
науково обґрунтованих методів підвищення їхньої 
загальної енергоефективності та мінімізації втрат по-
тужності в усталених і перехідних режимах роботи. 

IV. ВИКЛАДЕННЯ ОСНОВНОГУ МАТЕРИАЛУ І 
АНАЛІЗ ОТРИМАННИХ РЕЗУЛЬТАТІВ 

Функціональна схема дослідної ЕМС з імпульс-
ним регулюванням в колі випрямленого струму рото-
ра високовольтного АД зображена на рис. 1. Алго-
ритм роботи даної ЕМС передбачає рекуперацію по-
тужності ковзання ротора в мережу в моменти закри-
того стану силового ключа. Використання інвертора з 
постійним кутом інвертування мінімізує споживання 
реактивної складової струму з мережі, тим самим оп-
тимізуючи загальний коефіцієнт потужності системи 
в повному діапазоні робочих швидкостей. 

 

Рисунок 1. Дослідна ЕМС з імпульсним керуванням 

Дослідження регулювальних властивостей та 
енергетичних показників ЕМС з імпульсним регулю-
ванням швидкості обертання ротора високовольтного 
АД реалізовано шляхом коло-польового моделювання 
згідно [15]-[16]. Для врахування вентиляторного на-
вантаження та аеродинамічних параметрів до матема-
тичної моделі за [15]-[16] необхідно додати наступну 
систему рівнянь, яка має вигляд [17]: 

 2
mxxс kMM   

   2
нxxн /MMk   


r

н
QH

M
 


  

де xxM - момент неробочого ходу ЕМС з врахуванням 

повного моменту інерції системи; н  - номінальне 

значення частоти обертання ротора АД;  - ККД еле-

ктромеханічної системи з вентиляторним наванта-
женням; H - значення тиску повітря в магістралі; Q  - 

об’ємна подача повітря в магістралі. 

Значення тиску повітря в магістралі має неліній-
ну квадратичну залежність від об’ємної подачі повіт-
ря в магістралі [17]: 

 2QRH   

де R - опір повітряної магістралі. 

Функціональна архітектура керування струмо-
вими режимами в ЕМС базується на застосуванні 
спеціалізованого модуля регулювання. Основним ін-
струментом реалізації керуючих впливів виступає 
алгоритм широтно-імпульсної модуляції (ШІМ), клю-
човою перевагою якого є можливість детермінованого 
та незалежного керування двома критичними параме-
трами: часовим інтервалом провідності   та частотою 

комутації kf  [15]. 

Для забезпечення адекватності функціонування 
контролера в реальному часі, до вхідного інтерфейсу 
підсистеми інтегрується багатокритеріальний масив 
даних, що поєднує задані установки та фактичні пока-
зники стану об'єкта: номінальний рівень депресії у 
вентиляційній магістралі вугільної копальні, що ви-
значає цільовий режим роботи установки, та дані, 
генеровані динамічною підсистемою моделі ЕМС, які 
включають миттєві значення статичного тиску та об'-
ємної витрати повітряного потоку. 

Процес підтримки заданих параметрів магістралі 
реалізується через закритий контур автоматичного 
регулювання. Сутність саморегуляції системи полягає 
у динамічній корекції кутової швидкості ротора АД. 
Це досягається шляхом прецизійної варіації відносної 
тривалості імпульсу в межах кожного кроку дискре-
тизації часового інтервалу: 


















номii1ii

номii1ii

ННякщо)T(k

ННякщо)T(k




 

де ik  - крок дискретизації часового інтервалу. 

Фізично цей процес можна описати як зміну ек-
вівалентного опору в колі ротора або регулювання 
потужності ковзання ротора АД, що повертається в 
мережу енергопостачання. При відхиленні діючого 
тиску від номінального (внаслідок зміни аеродинамі-
чного опору повітряної магістралі), регулятор автома-
тично перераховує необхідну тривалість імпульсу 
ШІМ. Це призводить до відповідної зміни моменту 
двигуна та його частоти обертання до моменту досяг-
нення нового стану рівноваги, за якого фактичний 
тиск відповідає заданому. 
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На рис. 2 – рис. 3 наведені результати коло-
польового моделювання ЕМС у вигляді часових діаг-
рам зміни електромеханічних та аеродинамічних па-
раметрів при реалізації пуску та зростанні частоти 
обертання ротора дослідного АД типу 4АЗМ-400 (при 
t=0 ÷ 3,5с.) та подальшим виходом в квазіусталений 
режим роботи (при t=3,5 ÷ 7с.) при постійному зна-
ченні частоті комутації силового транзистора kf  =0,6 

кГц та опору повітряної магістралі R =0,083Па∙с/м3 
(рис. 3). Реалізація пуску та розгону ЕМС відбуваєть-
ся за рахунок зміни значення відносної тривалості 
імпульсу   від 3% до 70%, що забезпечує лінійне 

зростання швидкості ротора n  до досягнення квазіс-
талого режиму роботи (рис. 2). Початкове значення 
моменту навантаження в момент пуску ЕМС дорів-
нює сМ = 1912 Н∙м, так як відповідно до (1), врахову-

ється повний момент інерції всієї електромеханічної 
системи з навантаженням вентиляторного агрегату. 
Саме із-за великого значення моменту інерції системи 
після досягнення квазісталого режиму роботи ЕМС 
при R  =const. відбувається підтримання частоти обе-
ртання ротора з наявною пульсацію за рахунок пос-
тійної корекції значення відносної тривалості імпуль-
су   в межах =2,2%, на заданому рівні депресії у 

магістралі задНН  . 

 
а) відносної тривалості імпульсу сигналу керування; 

 
б) швидкість обертання ЕМС; 

 
в) момент навантаження ЕМС;  

Рисунок 2. Результати коло-польового моделювання 
у вигляді часових залежностей електромеханічних 
параметрів ЕМС 

 
а) опір повітряної магістралі; 

 
б) рівень депресії у магістралі; 

 
в) об’ємної подачі повітря в магістралі. 

Рисунок 3. Результати коло-польового моделювання 
у вигляді часових залежностей аеродинамічних 
параметрів ЕМС 

При коло-польовому моделюванні в моменти ча-
су t=7с та t=10с реалізовано ступінчасту деградацію 
аеродинамічного опору магістралі, що супроводжу-
ється різким зниженням значення опору у першому 
випадку від R =0,083Па∙с/м3 до R =0,053Па∙с/м3 та 
відповідно від R =0,053Па∙с/м3 до R =0,018Па∙с/м3 

(рис. 2 та рис. 3). 

Різке зниження показника R  свідчить про суттє-
ву зміну депресії природної тяги шахти або зміну то-
пології вентиляційної мережі, тобто відкриття венти-
ляційних дверей або обвалення породи. Згідно з зако-
нами аеродинаміки, це призводить до миттєвого зме-
ншення гідравлічного опору, через що робоча точка 
вентилятора зміщується в зону підвищених витрат 
повітря при одночасному падінні статичного тиску. 
Однак, завдяки запропонованого алгоритму саморегу-
ляції в підсистемі ЕМС за (3.48), такий спад є корот-
кочасним. Система керування ідентифікує відхилення 
діючого тиску Н  від його номінального значення 

номН  та ініціює компенсаторний вплив. Відповідно у 

моменти часу t=7с та t=10с система керування почи-
нає збільшувати відносну тривалість керуючого імпу-
льсу. Це спричиняє зростання електромагнітного мо-
менту АД та відповідне підвищення кутової швидкос-
ті ротора. Нарощування обертів дозволяє вентилятору 
сформувати додатковий напір, що компенсує падіння 
тиску та стабілізує аеродинамічний режим роботи 
магістралі на новому рівні. Значення відносної трива-
лості керуючого імпульсу збільшується до тих пір, 
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поки діюче значення тиску Н  не буде дорівнювати 
заданому номН  (рис. 2, рис. 3). 

На рис. 4 – рис. 6 наведені результати коло-
польового моделювання ЕМС у вигляді часових діаг-
рам зміни струмів статора, ротора та електромагніт-
ного моменту АД типу 4АЗМ-400, який входить до 
структури ЕМС, при відповідних умовах моделюван-
ня описаних вище (рис. 2, рис. 3). Процес пуску, роз-
гону з подальшим виходом в квазіусталений режим 
роботи ЕМС при першочерговому значенні опору  

 
а) вектор струму статора дослідного АД (фаза А) за весь період 

моделювання (t=0-12с);  

 
б) вектор струму статора  дослідного АД (фаза А) за період моде-

лювання (t=8,67-8,79с); 

Рисунок 4. Результати моделювання у вигляді 
часових діаграм вектору струму статора АД типу 
4АЗМ-400, що входить до структурної моделі ЕМС 

 
а) вектор струму ротора дослідного АД (фаза А) за весь період 

моделювання (t=0-12с); 

 
б) вектор струму ротора  дослідного АД (фаза А) за період моде-

лювання (t=8,67-8,79с);  

Рисунок 5. Результати моделювання у вигляді 
часових діаграм вектору струму ротора АД типу 
4АЗМ-400, що входить до структурної моделі ЕМС 

 

Рисунок 6. Результати моделювання у вигляді 
часових діаграм електромагнітного моменту АД типу 
4АЗМ-400, що входить до структурної моделі ЕМС 

повітряної магістралі R  =0,083Па∙с/м3 відбувається з 
вилученням аперіодичних складових струмів статора 
та ротора, а також електромагнітного моменту АД, 
завдяки плавного зростання значення відносної три-
валості імпульсу  . Таким чином забезпечується пла-

вність пуску з подальшим виходом до квазісталого 
режиму роботу. 

Відповідно до рис. 2 та рис. 3 при зміні значення 
опору від R =0,083Па∙с/м3 до R =0,053Па∙с/м3 та від-
повідно від R =0,053Па∙с/м3 до R =0,018Па∙с/м3 в 
моменти часу відповідно t=7с та t=10с, спостерігаєть-
ся перехідний процес, обумовлений сплесками стру-
мів статора та ротора, а також моменту на валу АД, 
які спричинені стабілізацією депресії у магістралі на 
рівні номінального значення. Проте, за рахунок стру-
мообмеження в колі випрямленого струму ротора АД, 
ці піки залишаються в межах допустимих експлуата-
ційних норм, забезпечуючи надійність силового обла-
днання навіть за умови критичних збурень у вентиля-
ційній мережі. 

За результатами коло-польового моделювання на 
рис. 7 наведені часові діаграми випрямленого струму 

dI , струму інвертора invI , струму заряду та розряду 

конденсатора сI  та напруги конденсатора в колі ро-

тора сU  при частоті комутації kf =0,6 кГц. Для ініці-

ації найбільш несприятливого режиму та подальшої 
оцінки адаптивності ЕМС з імпульсним регулюван-
ням в колі ротора АД, було реалізовано сценарій із 
навмисною деградацією частоти перемикання силово-
го транзистора К до рівня kf  =0,6 кГц. Отримані ре-

зультати чисельного моделювання свідчать про виня-
ткову демпфувальну здатність ЕМС попри мінімальну 
частоту kf . При цьому амплітуда пульсаційної скла-

дової напруги на конденсаторі демонструє стійку ста-
білізацію на рівні, що не перевищує 3%. При чому, 
відповідно до рис. 2, б, та рис. 6, рівень пульсація 
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електромагнітного моменту при kf  =0,6 кГц практи-

чно не відображається на рівні пульсації частоти обе-
ртання ротора АД за рахунок великої інерції всіє ЕМС 
з вентиляторним навантаженням. 

 
а) випрямлений струм в колі ротора; 

 
б) струм через інвертор відомий мережею; 

 
в) струм заряду та розряду конденсатора в колі ротора; 

 
г) напруга конденсатора в колі ротора 

Рисунок 7. Часові діаграми струмів на напруги на 
конденсаторі в колі випрямленого струму ЕМС з АД 
типу 4АЗМ-400 потужністю 630кВт при kf = 0,6кГц 

Зменшення пульсації струмів та електромагніт-
ного моменту можна забезпечити за рахунок підви-
щення частоти комутації kf . Але в даному видатку 

можуть значно зрости комутаційні втрати, які можуть 
призвести до зменшення ККД всієї ЕМС. Для цього, 
для таких складних високовольтних ЕМС проведені 
додаткові дослідження щодо визначення оптимально-
го значення kf  при якому забезпечується найменший 

рівень ККД в залежності від робочого ковзання АД 
[18]. 

Таким чином, запропонована ЕМС з імпульсним 
регулюванням в колі випрямленого струму ротора 
виявляє яскраво виражені адаптивні властивості. Вона 
демонструє високу робастність і здатність до преци-
зійного нівелювання будь-яких стохастичних збурень 
аеродинамічного навантаження, зберігаючи при цьо-
му стійкість і надійність регулювання швидкості обе-
ртання АД, тим самим підтримуючи стабільність про-
вітрювання шахтних виробок навіть за умов критично 
заниженої частоти комутації силового ключа. 

За результатами коло-польового моделювання 
ЕМС, на рис. 8 побудовані залежності    sfcos   в 

квазіусталеному режимі роботи АД серії 4АЗМ поту-
жністю нР  = 630кВт (крива 1), нР  = 800 кВт (крива 

2) та нР  = 1000 кВт (крива 3), а також залежності ре-

зультуючого коефіцієнта потужності для  sfkM   

при відповідних потужностях АД (криві 4, 5, 6) з вра-
хуванням компенсації реактивної потужності інверто-
ром відомим мережею, працюючого з кутом інверту-
вання  =10º.  

 

Рисунок 8. Залежності коефіцієнтів Mk  АД серії 

4АЗМ та результуючого Mk  ЕМС від ковзання 

ротора 

Як показує аналіз отриманих результатів, завдя-
ки рекуперації енергії ковзання ротора АД до мережі 
електропостачання інвертор відомий мережею буде 
споживати реактивну потужність, при цьому віддава-
ти активну потужність. В цьому випадку має місце 
значне зростання коефіцієнта потужності ЕМС, який 
при s=0,5 зростає від 64,0kM   до 79,0kM  . При 

збільшенні частоти обертання ротора, кількість енер-
гії ковзання ротора зменшується за рахунок зменшен-
ня ЕРС ротора. При цьому, при досягненні ковзання 
ротора до свого номінального значення, коефіцієнт 
потужності ЕМС  буде збільшуватись від Mk =0,78 до 

Mk =0,9. Це призводить до зменшення різниці між 

 cos  АД та коефіцієнтом потужності Mk  ЕМС. При 

збільшенні ковзання ротора АД, зменшення  cos  
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АД , отже Mk  викликано збільшеним споживанням 

реактивної потужності АД з мережі, а також зростан-
ням THD  струму статора та ротора АД. Таким чином, 
використання імпульсного регулювання в колі випря-
мленого струму ротора АД забезпезпечує підвищення 
коефіцієнтом потужності Mk  на всьому діапазоні 

зміни ковзання ротора в вказіусталеному режимі ро-
боти АД, що є дуже важливим при застосуванні висо-
ковольтних ЕМС з вентиляторним характером наван-
таження. 

На рис. 9 та рис. 10 наведені результати чисель-
них розрахунків у вигляді сімейства окремих залеж-
ностей ККД АД від ковзання його ротора серії 4АЗМ 
потужністю нР =630 кВт, (крива 1) нР =800кВт (крива 

2), нР =1000кВт (крива 3) працюючих в квазіустале-

ному режимі роботи з вентиляторних характером на-
вантаження (рис. 9), а також сімейства залежностей  

 

Рисунок 9. Результати чисельних розрахунків 
залежності окремого значення ККД АД серії 4АЗМ 
від величини ковзання його ротора в квазіусталеному 
режимі роботи 

 

Рисунок 10. Результати чисельних розрахунків 
залежності результуючого значення ККД ЕМС від 
ковзання ротора серії 4АЗМ в квазіусталеному режимі 
роботи 

сумарного ККД всієї ЕМС від ковзання при відповід-
них потужностях виконавчого АД. 

Як показує аналіз дослідження, за рахунок реку-
перації вивільненої енергії ковзання ротора АД, від-
носне значення ККД ЕМС по відношенню до окремо-
го значення ККД АД збільшується від 47% до 95%. 
Причому прирощення ККД зі збільшенням ковзання 
ротора АД буде мати лінійний характер, тобто лінійно 
зростати пропорційно збільшенню вивільненої енергії 
ковзання ротора АД. При роботі АД на істотній хара-
ктеристиці, тобто коли виводи обмотки ротора АД 
замкнено накоротко, ковзання ротора буде дорівню-
вати своєму номінальному значенню, а енергія ков-
зання ротора буде дорівнювати нулю. В цьому випад-
ку значення ККД АД та результуюче значення ККД 
ЕМС буде дорівнювати один одному. Залежність при 
якій, зі збільшенням ковзання ротора має місце змен-
шення ККД АД а також результуючого значення ККД 
ЕМС викликано збільшення коефіцієнтів THD  стру-
му статора та ротора, що причинить зростання елект-
ричних втрат в обмотках та додаткових втрат в осер-
дях статора та ротора. 

Таким чином проведений аналіз енергетичних 
процесів в ЕМС з імпульсним регулюванням швидко-
сті ротора АД підтверджує високу енергоефективність 
запропонованого способу регулювання швидкістю 
обертання ротора високовольтних АД, які застосову-
ються переважно для потужних вентиляційних уста-
новок. 

Конфлікт інтересів. Автори заявляють про від-
сутність конфлікту інтересів. 

V. ВИСНОВКИ 

Досліджено електромагнітні та енергетичні про-
цеси електромеханічної з вентиляторним характером 
навантаження з урахуванням змінних аеродинамічних 
параметрів шахтної вентиляційної магістралі. 

Запропонована електромеханічна система з ім-
пульсним регулюванням в колі випрямленого струму 
ротора виявляє яскраво виражені адаптивні властиво-
сті. Вона демонструє високу робастність і здатність до 
прецизійного нівелювання будь-яких стохастичних 
збурень аеродинамічного навантаження, зберігаючи 
при цьому стійкість і надійність регулювання швид-
кості обертання асинхронного двигуна, тим самим 
підтримуючи стабільність провітрювання шахтних 
виробок навіть за умов критично заниженої частоти 
комутації вентилів перетворювача.  

Проведений аналіз енергетичних процесів в ЕМС 
з імпульсним регулюванням швидкості ротора АД 
підтверджує високу енергоефективність запропонова-
ного способу регулювання швидкістю обертання ро-
тора високовольтних АД, які застосовуються перева-
жно для потужних вентиляційних установок. Встано-
влено, що при регулюванні швидкості в діапазоні ков-
зань s = 0,5 ÷sном досягається підвищення коефіцієнта 
потужності системи до 0,80–0,93 та ККД до 92,5–94,5 
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%, що перевершує показники нерегульованого еле-
ктропривода на 0,25 та 40 % відповідно. 

СПИСОК ЛІТЕРАТУРИ 

[1] Новий підхід до регулювання вентиляції у вугіль-
них шахтах / Н.І. Антошченко та ін. Вугіль Украї-
ни. 2014. №3. С. 29–32. 

[2] Zhang Y., Wang J., Li Z. Efficiency optimization of 
wound rotor induction motor with active front end 
converter. IEEE Transactions on Energy Conversion. 
2020. Vol. 35. No.2. P. 812–821. DOI: 
https://doi.org/10.1109/TEC.2019.2954315 

[3] Kumar A., Chatterjee K. Model predictive control of 
slip power recovery drives. IEEE Transactions on 
Industrial Electronics. 2018. Vol. 65. No. 5. P. 3245–
3254. DOI: 
https://doi.org/10.1109/TIE.2018.2798620 

[4] Marques G. D., Ierapetritou M. Direct torque control 
of doubly fed induction motor for high-power appli-
cations. IET Electric Power Applications. 2016. Vol. 
10. No.8. P. 750–758. DOI: 
https://doi.org/10.1049/iet-epa.2016.0123  

[5] Abad G., Lopez J. Advanced control strategies for 
slip-ring induction motors. IEEE Industrial Electron-
ics Magazine. 2014. Vol.8. No. 4. P. 24–35. – DOI: 
https://doi.org/10.1109/MIE.2014.2323567 

[6] Nguyen T. H., Lee D. C. Sensorless control of wound 
rotor induction motor drives using sliding mode ob-
server. IEEE Transactions on Industry Applications. 
2017. Vol.53, No.4. P. 3678–3687. – DOI: 
https://doi.org/10.1109/TIA.2017.2681024 

[7] Ali M., Kazmi S. M. Predictive torque control for 
high-power industrial fans with wound rotor induc-
tion motors. IEEE Access. 2020. Vol.8. P. 112450–
112462. DOI: 
https://doi.org/10.1109/ACCESS.2020.3003461 

[8] Gao S., Zhang H. Adaptive sliding mode control for 
wound rotor induction motors in mining ventilation 
systems. IEEE Transactions on Systems, Man, and 
Cybernetics: Systems. 2023. Vol.53, No.6. P. 3521–
3531. DOI: 
https://doi.org/10.1109/TSMC.2022.3224719 

[9] Singh B., Jain S. Power quality improvement in 
Scherbius drive using active power filter. IEEE 
Transactions on Power Electronics. 2015. Vol. 30, 
No.11. P. 6043–6052.  DOI: 
https://doi.org/10.1109/TPEL.2015.2393310 

[10] Li H., Chen Z., Wu X. Harmonics mitigation in sub-
synchronous cascade drives using space vector 
modulation. Electric Power Systems Research. 2019. 
Vol.172. P. 105–114.  DOI: 

https://doi.org/10.1016/j.epsr.2019.03.011 

[11] Wang F., Chen X., Kennel R. Matrix converter based 
slip power recovery system for fan applications. 
IEEE Transactions on Industrial Informatics. 2021. 
Vol. 17, No.3. P. 1823–1832. – DOI: 
https://doi.org/10.1109/TII.2020.2985123 

[12] Perez A., Rodriguez P. Slip power recovery utilizing 
multilevel converters for high-voltage applications // 
IEEE Transactions on Industry Applications. – 2015. 
– Vol. 51, No. 5. – P. 4021–4030. – DOI: 
https://doi.org/10.1109/TIA.2015.2416124 

[13] Datta R., Ranganathan V. T. Grid synchronization 
techniques for doubly fed induction motor drives. 
IET Power Electronics. 2019. Vol. 12, No. 7. P. 
1745–1753. –DOI: https://doi.org/10.1049/iet-
pel.2018.5204  

[14] Rossi C., Casadei D. Energy saving evaluation of 
subsynchronous cascade drives in variable-torque 
pump and fan applications. Renewable and Sustaina-
ble Energy Reviews. 2016. Vol. 55. P. 825–836. – 
DOI: https://doi.org/10.1016/j.rser.2015.10.125 

[15] Kotsur M., Danylchenko D., Synetskyi A. Develop-
ment of a Mathematical Circuit-Field Model for 
Complex Electromechanical Systems with Pulse 
Regulation. Smart Innovations in Energy and Me-
chanical Systems. SIEMS 2025. Lecture Notes in 
Networks and Systems. 2026. (не опубліковано) 

[16] Коцур М., Данильченко Д., Синецький А. Вдос-
коналення підходів щодо лінеаризації магнітних 
властивостей осердя електромеханічних перетво-
рювачів для чисельних розрахунків. Електротех-
ніка та електроенергетика. 2026. №1. С. 7–15. doi: 
https://doi.org/10.15588/1607-6761-2026-1-1 

[17]  Чермалих В. М, Чермалих А. В., Данілін А. В., 
Майданський І. Я. Моделювання режимів роботи 
електромеханічних систем з врахуванням виду 
навантаження. Вісник КДПУ імені Михайла Ост-
роградського. 2009. №4 (57). С. 107-111. 

[18] Синецький А. В., Коцур І. М. Особливості мінімі-
зація сумарних електричних втрат високовольт-
них електромеханічних систем для стаціонарних 
установок промислових вентиляторів. Електро-
техніка та електроенергетика. 2025. №1. С. 17–
24. DOI: https://doi.org/10.15588/1607-6761-2025-1-
2 

Надійшла (Received) 09.03.2026; 

Прийнята (Accepted) 01.05.2026; 

Опублікована (Published) 29.05.2026; 

 

40



ISSN 1607-6761 (Print)       «ЕЛЕКТРОТЕХНІКА ТА ЕЛЕКТРОЕНЕРГЕТИКА» №2 (2026)          

ISSN 2521-6244 (Online)                   Розділ «Електротехніка»                           

 
 

FEATURES OF THE CONTROL CHARACTERISTICS AND ENERGY 
PERFORMANCE OF AN ELECTROMECHANICAL SYSTEM BASED ON 

HIGH-VOLTAGE WOUND-ROTOR INDUCTION MOTORS 

SYNETSKYI A.V. postgraduate student of the National University “Zaporizhzhia Polytechnic”, Zaporizhzhia, 
Ukraine, ORCID: https://orcid.org/0009-0005-1859-4171; e-mail: xibi-tur@ukr.net; 

 

Purpose. Conducting a comprehensive research and analysis of the control characteristics and energy perfor-
mance variations in electromechanical systems based on high-voltage wound-rotor induction motors with a fan-type 
load and pulse control in the rectified rotor current circuit, aimed at developing scientifically substantiated methods to 
improve their overall energy efficiency and minimize power losses in steady-state and transient operating modes. 

Methodology. The theoretical studies are based on the fundamental principles of electrical circuit theory, the the-
ory of electrical machines and automated electric drives, as well as the equations of mathematical physics to describe 
electromechanical energy conversion processes in high-voltage wound-rotor induction motors, utilizing computer simu-
lation, numerical methods, interpolation, and function approximation. 

Findings. The electromagnetic and energy processes of an electromechanical system with a fan-type load have 
been investigated, taking into account the variable aerodynamic parameters of the mine ventilation network. The pro-
posed electromechanical system, featuring pulse control in the rectified rotor current circuit, exhibits pronounced 
adaptive properties. It demonstrates high robustness and the ability to precisely mitigate any stochastic disturbances in 
the aerodynamic load. Concurrently, it maintains the stability and reliability of the induction motor's speed control, 
thereby sustaining stable ventilation of the mine workings even under conditions of a critically reduced switching fre-
quency of the converter switches. It has been established that during speed regulation within the slip range of s = 0.5÷ 
snom, the system's power factor increases to 0.80–0.93 and its efficiency reaches 92.5–94.5%, which exceeds the perfor-
mance of an unregulated electric drive by 0.25 and 40%, respectively. 

Originality. The principles of designing energy-efficient control systems for fan installations have been further de-
veloped. It has been proven that the application of pulse control in electromechanical systems with fan loads and varia-
ble network aerodynamics not only stabilizes operational processes but also significantly increases the overall power 
factor (up to 0.80–0.93) and system efficiency at reduced rotor speeds of the induction motor. 

Practical value.  The practical value of the study lies in demonstrating the economic and technical feasibility of 
implementing pulse control systems for high-voltage induction motors integrated into electromechanical systems for 
industrial fan installations. The application of such electromechanical systems at operating industrial facilities allows 
not only to ensure a precise response of the fan unit to changes in the aerodynamic resistance of the network, but also 
to improve significantly the energy performance of the enterprise, as well as to extend the maintenance interval of ex-
pensive high-voltage motors. 

Keywords: high voltage, control, electromechanical system, modeling, energy performance, energy losses, fan 
load, power consumption, mining equipment 
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Purpose. The purpose of this work is to develop and experimentally validate a cursor-based method for measuring 
capacitance and resistance in an RC circuit using a digital oscilloscope. The study focuses on determining circuit pa-
rameters through the time constant extracted from transient response waveforms. 

Methodology. The research is based on analytical modeling of an RC circuit using step-response theory and 
Heaviside unit step functions. The transient response to a rectangular input pulse is mathematically described, and the 
time constant (τ = RC) is determined from the characteristic waveform levels (63.2% during charging and 36.8% dur-
ing discharging). Experimental validation is carried out using a pulse generator, a digital oscilloscope, and a test RC 
circuit. The cursor measurement technique is applied directly to oscilloscope waveforms to extract time-domain param-
eters without additional computational processing. 

Findings. The study demonstrates that the proposed method enables the accurate determination of the circuit pa-
rameters. For the test circuit with R = 1 kΩ and C = 1 μF, the measured time constant τ = 1 ms coincides with the theo-
retical value. The method provides reliable results when the input pulse duration is selected appropriately (3–5 times 
the rise time). Experimental waveforms show strong agreement with theoretical predictions, confirming the correctness 
and stability of the approach. 

Originality.  The originality of the work lies in the development of a simple and practical cursor-based technique 
for parameter extraction directly from oscilloscope displays without complex data processing. Unlike traditional meas-
urement methods, the proposed approach emphasizes real-time visual determination of electrical parameters using 
transient response characteristics. 

Practical value. The method is easy to implement using standard laboratory equipment and does not require spe-
cialized measurement instruments such as LCR meters. It is particularly useful for educational laboratories, engineer-
ing practice, and rapid diagnostics of electronic circuits, offering high accuracy due to precise time measurements of 
modern oscilloscopes. 

Keywords: RC circuit; time constant; capacitance measurement; resistance measurement; transient response; 
digital oscilloscope; cursor method; step response; electrical measurements. 

.

I. INTRODUTION 

Methods used for measuring resistance include: the 
bridge method (e.g., Wheatstone bridge), which compares 
an unknown resistance with known reference values; the 
direct current method, which calculates resistance using 
voltage and current measurements according to Ohm’s 
law; digital multimeters, which commonly include re-
sistance measurement functionality; the alternating cur-
rent method, which relies on the phase relationship be-

tween current and voltage; the four-terminal (Kelvin) 
method, which eliminates the influence of lead resistance; 
and the voltage divider method, which determines re-
sistance based on voltage distribution [1] - [4]. 

The selection of a specific method for measuring ca-
pacitance or resistance depends on the required accuracy, 
measurement range, and the availability of instrumenta-
tion. 

Modern digital oscilloscopes provide extremely high 
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accuracy in measuring time-related parameters, reaching 
up to 0.0001%. This capability can be utilized to develop 
a more precise approach, namely the cursor-based meth-
od for measuring capacitance and resistance. 

Any electrical circuit responds to an input signal not 
instantaneously but with a certain delay. This behavior is 
described by the step response g(t) of the circuit. The 
primary parameter of the step response is the time con-
stant τ. The time constant is defined as the time interval 
from the moment a unit step input is applied to the circuit 
until the output reaches a level of (1 – 1/e) ∙100 = 63,2% 
of its steady-state value. 

Unlike traditional transient-based approaches, the 
proposed method emphasizes direct parameter extraction 
using oscilloscope cursor positioning without additional 
computational processing. The method is optimized for 
practical implementation, including recommendations for 
pulse duration selection and measurement conditions to 
improve accuracy and repeatability. 

The object of study is the transient charging and dis-
charging process of an RC circuit excited by a rectangular 
pulse and recorded by a digital oscilloscope. 

The subject of study is a cursor-based method for 
determining the time constant of an RC circuit and indi-
rectly measuring capacitance or resistance from the tran-
sient response waveform. 

The purpose of the work is to develop and experi-
mentally verify a cursor-based method for measuring ca-
pacitance and resistance in an RC circuit by determining 
the time constant from the transient response displayed on 
a digital oscilloscope 

II. ANALYSIS OF LAST RESEARCHES 

The measurement of resistance and capacitance is a 
fundamental task in electrical engineering, instrumenta-
tion, and laboratory diagnostics. Conventional resistance 
measurement techniques include bridge-based methods, 
direct current methods based on Ohm’s law, digital mul-
timeters, four-terminal measurement techniques, and volt-
age-divider-based approaches. These methods are well 
established and provide reliable results under standard 
measurement conditions, especially when the un-known 
resistance is measured directly using dedicated instru-
ments [1], [3], [4]. 

Similarly, capacitance measurement is commonly 
performed using LCR meters, RC bridge methods, or in-
direct transient-based approaches. In practical educational 
and laboratory environments, however, the availability of 
specialized instruments may be limited. For this reason, 
indirect methods based on circuit response analysis re-
main relevant, particularly when modern digital oscillo-
scopes with high temporal resolution are available [2], 
[3]. 

The theoretical basis for transient-based measure-
ment methods is rooted in the classical analysis of linear 
time-invariant circuits. The time-domain response of first-
order RC circuits to step and pulse excitations has been 
extensively described in the literature. In particular, the 

capacitor voltage in a first-order RC circuit under unit-
step excitation follows an exponential law characterized 
by the time constant τ = RC, which determines the speed 
of charging and discharging processes [3], [4]. This rela-
tion-ship makes it possible to estimate either resistance or 
capacitance when one of the parameters is known and the 
time constant is measured experimentally. 

Mathematical representations of step and pulse sig-
nals using the Heaviside unit step function are also widely 
used in electrical engineering and applied mathematics. 
Such representations simplify the derivation of analytical 
expressions for the input and output signals of linear cir-
cuits under piecewise-defined excitation [5]–[7]. In par-
ticular, the decomposition of a rectangular pulse into two 
shifted unit-step functions of opposite polarity provides a 
convenient analytical framework for modeling the transi-
ent response of RC circuits, which directly supports the 
method proposed in this study [5], [6]. 

Previous research has also demonstrated that transi-
ent analysis can be used not only for classical parameter 
estimation, but also for more advanced circuit diagnostics. 
For example, probabilistic and analytical approaches to 
the investigation of RC transient behavior with un-known 
capacitance have been reported, confirming that the tran-
sient waveform contains sufficient information for param-
eter identification [2]. Other studies have considered the 
behavior of RC circuits under more complex or disturbed 
operating conditions, including stability analysis and data-
driven evaluation methods, further confirming the diag-
nostic significance of transient responses [12]. 

The significance of the RC time constant as a meas-
urable physical quantity has been emphasized in both 
theoretical and applied studies. Oldham analyzed the 
physical interpretation and practical implications of the 
RC time constant in electrochemical systems, showing 
that the concept of the time constant remains central 
across different domains of circuit and system analysis 
[10]. In addition, studies devoted to transient and steady-
state analysis of electrical circuits, including first- and 
second-order systems, support the broader applicability of 
time-domain parameter extraction techniques in engineer-
ing measurements [11]. 

A key practical consideration in transient-based 
measurement is the correct selection of the excitation 
pulse duration relative to the dynamic properties of the 
circuit. The rise time of the response waveform is directly 
related to the time constant and can be used as a practical 
criterion for selecting the duration of the rectangular pulse 
applied to the circuit. Related measurement studies have 
shown that the relationship between transient duration and 
system response is essential for improving accuracy and 
avoiding waveform distortion during observation and 
parameter extraction [9], [10]. 

Despite the availability of substantial theoretical lit-
erature on RC transient analysis, most published sources 
focus either on general circuit theory or on the use of ded-
icated measurement instruments. Comparatively less at-
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tention has been given to simple oscilloscope-based cur-
sor methods that can be directly implemented in laborato-
ry practice without complex postprocessing. Therefore, 
the present study addresses this gap by proposing a prac-
tical method in which the time constant is determined 
directly from the oscilloscope screen using cursor posi-
tioning at characteristic levels of the transient waveform, 
namely 63.2% during charging and 36.8% during dis-
charging. This approach combines classical circuit theory 
with the precision timing capabilities of modern digital 
oscilloscopes and offers a straightforward solution for 
indirect measurement of capacitance and resistance in RC 
circuits [2]–[4], [9], [10]. 

III. FORMULATION OF THE WORK PURPOSE 

Measuring the capacitance of a capacitor and the re-
sistance of a resistor is one of the most common opera-
tions in applied electronics. A wide range of measuring 
instruments are used for this purpose. In some cases, 
highly accurate measurements are required. Specialized 
measuring instruments have been developed for this pur-
pose. However, both of these instruments are unavailable 
to the average user. Therefore, the method for measuring 
capacitance and resistance using a cursor described in this 
article is of great practical importance. The measurement 
is based on the formula for the time constant of an RC 
circuit: 𝜏=𝑅х𝐶 or 𝜏=𝑅𝐶х, where 𝑅х and 𝐶х are the meas-
ured resistance and capacitance, respectively. These for-
mulas relate three parameters: resistance, capacitance, and 
time constant. Clearly, given the known values of two 
parameters, the third parameter can be calculated as: 
𝑅х=𝜏/𝐶 or 𝐶х=𝜏/𝑅. The accuracy of the measurement is 
directly determined by the accuracy of the time constant. 
High accuracy in time constant measurements is more 
than guaranteed by modern digital oscilloscopes. Howev-
er, in most cases, even a hobbyist oscilloscope can pro-
vide the required accuracy. 

IV. EXPOUNDING THE MAIN MATERIAL AND 
RESULTS ANALYSIS 

For the purposes of this study, it is assumed that a 
rectangular pulse duration τi is applied to the input of the 
electrical circuit. As a result, a pulse of the same duration 
τi is formed at the output. The mathematical representa-
tions of the input and output signals, expressed using the 
Heaviside function σ(t) are given as follows [5]-[8]: 

       uin(t)= σ(t) - σ(t – τi),                        (1) 

   uout(t)=g(t)∙ σ(t) - g(t-τi)∙ σ(t- τi).         (2) 

In expressions (1) and (2), the amplitudes of the in-
put and output signals are not considered, as they do not 
affect the nature of the problem under investigation. The 
circuit diagram of an RC network, in which the output 
signal is taken as the voltage across the capacitor is shown 
in Figure 1. 

The step response of the RC circuit is given by [3]: 

            g(t)=[1-exp(-t/τ)]∙σ(t),                  (3)    

where 𝜏=𝑅𝐶 is the time constant of the RC circuit. 

                                                                                              
                                                                                              
 

 

 
 

uout (t) C uin (t) 

R 

 
Figure 1. RC Circuit Diagram 

Based on the above analysis, it can be inferred that a 
known step response of the RC circuit and a known resis-
tor value (R) can be used to determine the capacitance 
(𝐶х). Conversely, a known step response and a known 
capacitance (C) can be used to determine the resistor val-
ue (𝑅х). 

In accordance with the problem under consideration, 
it is necessary to establish a direct relationship between 
the step response, the time constant, and the shape of the 
output signal of the RC circuit. Using equation (3), the 
step response of an RC circuit with component values 
R=1 kΩ and C=1 μF was calculated and plotted (Fig. 2). 
It should be noted that the actual values of the RC circuit 
components can be arbitrary. 

 

Figure 2. Step Response of the RC Circuit for R=1 kΩ 
and C=1 μF 

From the graph in Figure 2, it can be observed that 
at the time t =1 ms, the step response reaches 63.2% of its 
final value, in this case, unity. In other words, the time 
constant of the considered RC circuit, determined indi-
rectly from the graph, is 1 ms, which coincides with the 
calculated value RC = 1 ms. 

From the standpoint of practical implementation, a 
unit step voltage is not typically used in measurements; 
instead, a rectangular pulse of duration τi is applied. This 
pulse is formed by two-unit step signals of opposite po-
laity, shifted relative to each other by the time interval τi. 

Using equation (2), the output response of the RC 
circuit with parameters R=1 кΩ and C=1 μF to an input 
rectangular pulse of duration  τi = 5 ms was calculated 
and plotted (Figure 3).  

Under these conditions, the time constant of the RC 
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circuit can be determined from both the rising and the 
falling edges of the output response. When determining 
the time constant from the rising edge, the time at which 
the output response reaches 63.2% of its steady-state val-
ue is measured. When determining the time constant from 
the falling edge, the time at which the output response 
decreases to 36.8% of its steady-state value is measured. 
In the latter case, the measured time is equal to the sum of 
the pulse duration and the time constant of the RC circuit. 

 

Figure 3. Output Response of the RC Circuit with for 
R=1 kΩ and  C=1 μF to a  Rectangular Input Pulse of 
Duration τi=5ms 

During the measurement process, the selection of the 
input pulse duration τi is of significant importance. In this 
context, it is necessary to consider the rise time of the step 
response τr. This parameter is related to the time constant 
τ as follows [9-12]:  

 

        τr = ln(9) ∙ τ.                              (4) 

 

For improved accuracy, the duration of the input 
pulse τi should be selected to be 3–5 times greater than 
the rise time τr of the step response of the RC circuit. 

The graphs in Figure 2 and Figure 3, as well as 
equations (1), (2), (3), and (4), clearly illustrate the rela-
tionship be-tween the step response, the time constant, 
and the shape of the output signal of the RC circuit. All of 
these provide a solid theoretical foundation for the cursor-
based meth-od of measuring resistance and capacitance in 
an RC circuit. 

This section describes the measurement procedure. It 
should be noted that the procedure is not strictly fixed and 
may be adapted depending on the specific conditions. The 
experimental setup is shown in Figure 4. A rectangular 
pulse with a duration of τi=5 ms, generated by the G5-54 
pulse generator, is applied to the input of the RC circuit 
and is also used to trigger a RIGOL MSO 4052 oscillo-
scope. 

  
   
     
   
           

 

MSO 
4052 

G5-54 
RC  

 circuit 

 
Figure 4. Experimental Setup Diagram 

The rectangular pulse of duration τi=5 ms from the 
G5-54 pulse generator and the signal from the output of 
the RC circuit are applied to the first and second input 
channels of the MSO 4052 oscilloscope, respectively. 

The oscilloscope waveform of the input signal in the 
form of a rectangular pulse with a duration of τi=5 ms and 
an amplitude of 2 V is shown in Fig. 5(2). The corre-
sponding output response waveform of the RC circuit 
with parameters R=1 кΩ and C=1 μF is also presented in 
the same figure Figure 5. 

The output response waveform of the RC circuit  
matches the shape of the calculated graph shown in Fig-
ure 3. Therefore, any parameter measured from the output 
response waveform of the RC circuit can be used to verify 
the theoretical assumptions for this electrical circuit. In 
other words, the time constant value obtained from the 
output waveform can be used to determine the resistance 
and the capacitance. 

 
Figure 5. Oscilloscope Waveforms of the RC Circuit Re-
sponse (1) with R=1 kΩ and C=1 μF to a Rectangular 
Input Pulse (2) with Duration τi=5ms 

Measurement. The principle is as follows. One of the 
components of the RC circuit (Figure 1) is to be meas-
ured, while the other component is known. The cursor is 
positioned at the level corresponding to 63.2% of the 
steady-state value of the output response. In this case, this 
level equals 1.264 V. The time constant is then deter-
mined; in this example, τ = 1 ms. Subsequently, using the 
relation τ = RC, the unknown parameter is calculated. In 
this case, a resistance of 1 kΩ corresponds to a capaci-
tance of 1 μF. 

The obtained results confirm that the proposed cursor-
based method is theoretically justified and practically 
feasible for the indirect measurement of capacitance and 
resistance in first-order RC circuits. The method relies on 
the well-known exponential nature of the transient re-
sponse and the physical meaning of the time constant τ = 
RC. Since the time constant can be identified from char-
acteristic points of the waveform, namely 63.2% of the 
steady-state value during charging or 36.8% during dis-
charging, the unknown circuit parameter can be calculated 
directly when the other parameter is known [3, 4, 10]. 
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One of the principal advantages of the proposed meth-
od is its simplicity. Unlike bridge-based or dedicated LCR 
measurement techniques, the method does not require 
specialized capacitance or resistance meters. Instead, it 
uses a standard laboratory configuration consisting of a 
pulse generator, a digital oscilloscope, and a reference 
component. This makes the method especially useful in 
educational laboratories, engineering training, and situa-
tions where rapid approximate diagnostics are needed 
using already available instruments [1], [3]. 

The experimental results presented in this study 
demonstrate good agreement between theory and practice. 
For the tested circuit with R = 1 kΩ and C = 1 μF, the 
experimentally determined time constant was τ = 1 ms, 
which exactly matches the theoretical value RC = 1 ms. In 
addition, the observed oscilloscope waveform was con-
sistent with the analytically calculated transient response. 
This agreement indicates that the proposed approach pre-
serves the essential dynamic behavior predicted by classi-
cal circuit theory and that cursor-based extraction of the 
time constant is sufficiently accurate under controlled 
laboratory conditions [2], [3], [8]. 

An important practical issue is the selection of the in-
put pulse duration. If the rectangular pulse is too short, the 
capacitor may not reach a sufficiently developed transient 
level before the falling edge begins, which can reduce the 
accuracy of time-constant estimation. For this reason, the 
recommendation to choose the pulse duration 3–5 times 
greater than the rise time of the step response is technical-
ly justified. This ensures that the charging transient be-
comes clearly observable and that the cursor can be 
placed at the required voltage level with minimal ambigu-
ity [9], [10]. Thus, pulse-duration selection is not merely a 
procedural detail but a critical factor affecting measure-
ment reliability. 

From a metrological point of view, the accuracy of the 
method depends primarily on the time-measurement pre-
cision of the digital oscilloscope and the tolerance of the 
known reference component. Since modern digital oscil-
loscopes provide very high temporal resolution, the in-
strumental contribution of time measurement error can be 
considered small in comparison with the tolerance of 
practical resistors and capacitors. Therefore, when preci-
sion reference components are used, the method can yield 
sufficiently accurate results for laboratory and engineer-
ing applications [1], [3]. However, in practical implemen-
tations, parasitic capacitances, contact resistances, probe 
loading, and component tolerances may slightly affect the 
measured waveform and should be considered when very 
high accuracy is required. 

Compared with classical direct measurement tech-
niques, the proposed method has both strengths and limi-
tations. Its main strength lies in the ability to determine 
the unknown parameter visually and rapidly without addi-
tional computational complexity. This makes it highly 
suitable for demonstration purposes and for intuitive un-
derstanding of transient processes in first-order circuits. 
At the same time, the method is inherently limited to sys-
tems whose response can be approximated by a single 

dominant time constant. In more complex networks, such 
as higher-order RLC circuits or circuits with significant 
non-idealities, the transient response may not follow a 
simple first-order exponential law, and direct cursor-
based interpretation becomes less straightforward [4], 
[11]. 

Another important aspect is the educational value of 
the method. Because the measurement process is directly 
linked to the physical meaning of the RC time constant, 
the method not only provides a practical measurement 
tool but also serves as an effective didactic technique. 
Students can visually observe the charging and discharg-
ing process, identify characteristic waveform levels, and 
immediately connect theoretical formulas with real exper-
imental data. This integration of theory and practice 
strengthens understanding of linear system response, step 
functions, and transient analysis [5]–[7]. 

The proposed method may also be viewed as a foun-
dation for further development. In future studies, the ap-
proach can be extended to automated digital processing of 
oscilloscope data, where software-based cursor placement 
or waveform fitting could reduce operator dependence 
and improve repeatability. In addition, similar principles 
may be adapted for parameter estimation in more complex 
circuits if appropriate analytical models are used. There-
fore, while the present work focuses on a first-order RC 
circuit, the general concept of extracting circuit parame-
ters from characteristic transient features has broader per-
spective for instrumentation and diagnostics [2], [8], [12]. 

Overall, the discussion of the theoretical background, 
experimental verification, and practical constraints indi-
cates that the cursor-based method is a valid, accessible, 
and efficient approach for measuring capacitance and 
resistance in RC circuits. Its combination of analytical 
transparency, low implementation complexity, and com-
patibility with common laboratory equipment makes it a 
useful contribution to both engineering practice and edu-
cational methodology [3], [4], [9], [10]. 

Conflict of interest. The authors declare that they 
have no conflicts of interest. 

V. CONCLUSION 

There is a wide variety of rectangular pulse genera-
tion circuits. At the same time, the requirements for the 
pulse parameters are not strict. It is sufficient that the du-
ration of the rectangular pulse be 3–5 times greater than 
the rise time of the RC circuit step response. Thus, the 
cursor-based method for measuring capacitance and re-
sistance provides higher measurement accuracy compared 
to conventional methods when a modern digital oscillo-
scope and reference resistors and capacitors are available. 
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Мета роботи. Метою цієї роботи є розробка та експериментальна перевірка курсорного методу вимірю-
вання ємності та опору в RC-колі за допомогою цифрового осцилографа. Дослідження зосереджено на визна-
ченні параметрів кола за допомогою постійної часу, отриманої з форм сигналів перехідної характеристики. 

Методи дослідження. Дослідження базується на аналітичному моделюванні RC-схеми з використанням 
теорії ступінчастої характеристики та одиничних ступінчастих функцій Хевісайда. Математично описано 
перехідну характеристику на прямокутний вхідний імпульс, а постійну часу (τ = RC) визначено з характерних 
рівнів форми сигналу (63,2% під час заряджання та 36,8% під час розряджання). Експериментальна валідація 
проведена за допомогою генератора імпульсів, цифрового осцилографа та тестової RC-схеми. Метод курсор-
ного вимірювання застосовується безпосередньо до форм сигналів осцилографа для вилучення параметрів ча-
сової області без додаткової обчислювальної обробки. 

Отримані результати. Дослідження демонструє, що запропонований метод дозволяє точно визначати 
параметри кола. Для тестового кола з R = 1 кОм та C = 1 мкФ виміряна стала часу τ = 1 мс збігається з тео-
ретичним значенням. Метод забезпечує надійні результати, коли тривалість вхідного імпульсу вибрана нале-
жним чином (у 3–5 разів більше часу наростання). Експериментальні форми сигналів демонструють сильну 
відповідність з теоретичними прогнозами, що підтверджує правильність та стабільність підходу. 

Наукова новизна.  Оригінальність роботи полягає в розробці простого та практичного методу на основі 
курсорів для вилучення параметрів безпосередньо з дисплеїв осцилографа без складної обробки даних. На відмі-
ну від традиційних методів вимірювання, запропонований підхід робить акцент на візуальному визначенні еле-
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ктричних параметрів у реальному часі за допомогою характеристик перехідного процесу. 
Практична цінність. Метод легко реалізувати за допомогою стандартного лабораторного обладнання 

та не вимагає спеціалізованих вимірювальних приладів, таких як LCR-метри. Він особливо корисний для навча-
льних лабораторій, інженерної практики та швидкої діагностики електронних схем, пропонуючи високу точ-
ність завдяки точним вимірюванням часу сучасними осцилографами. 

Ключові слова: RC-коло, стала часу, вимірювання ємності, вимірювання опору, перехідна характеристика, 
цифровий осцилограф, курсорний метод, ступінчаста характеристика, електричні вимірювання.
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У БІОГАЗОВОМУ РЕАКТОРІ З ВИКОРИСТАННЯМ МЕХАНІЧНИХ 
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Мета роботи. Дослідження енергетичних витрат на підтримку врівноваженого стану сировини у біога-
зовому реакторі за використання механічних мішалок для встановлення ефективної конструкції механічної 
мішалки. 

Методи дослідження. Порівняльний аналіз та використання методів математичного моделювання для 
визначення кількості витраченої енергії на перемішування, узагальнення отриманих результатів. 

Отримані результати. Формування новітньої та збалансованої енергетичної системи полягає у впрова-
дженні до її складу відновлювальних систем енергетики, серед яких і біогазові технології. Енергоефективність 
біогазових технологій залежить від величини витраченої енергії на підтримку анаеробного зброджування. Са-
ме цей фактор, є одним із основних при розгляді інвесторами можливостей фінансування проектів щодо буді-
вництва або модернізації біогазових технологій. Одним із основних засобів інтенсифікації анаеробного збро-
джування є підтримка температури сировини у заданих межах та врівноважений стан сировини у об’ємі біо-
газового реактора, що досягається шляхом перемішування. Найбільш раціональними шляхами для підвищення 
енергоефективності перемішування є встановлення залежностей витрати енергії механічними змішуючими 
пристроями, виборі раціонального виду мішалки, що включає пошук раціональних масо-габаритних характери-
стик, які забезпечують рівномірні потоки сировини у біогазовому реакторі та при цьому витрачають найме-
ншу кількість енергії для перемішування. Виконання вищезазначених дій, забезпечує визначення раціональних 
масогабаритних характеристик мішалки, що значно знижує споживання енергії на перемішування та підви-
щує рентабельність впровадження біогазових технологій у енергетичну систему. 

Наукова новизна. Авторами виведено критеріальні рівняння, що дозволяють математичним шляхом ви-
значити зміну споживаної потужності електричного приводу від частоти обертання валу механічних міша-
лок. Встановлено аналітичні залежності між споживаною потужністю електропривода та частотою обер-
тання валу механічних мішалок для біогазових реакторів, що враховують реологічні властивості субстрату. 
Отримано графічні залежності зміни витраченої потужності від частоти обертання робочого органу меха-
нічних мішалок для біогазових реакторів циліндричної форми. 

Практична цінність. Отримані у роботі результати дозволяють розраховувати величину споживаної 
енергії математичним шляхом, не проводячи додаткових експериментальних досліджень, що суттєво скоро-
чує фінансові витрати та час проектування систем перемішування сировини у біогазових реакторах. Встано-
влено напрямок проведення подальших досліджень, щодо споживання реактивної потужності електричними 
двигунами за час технологічного циклу роботи мішалки, що дозволить визначити картину зміни споживання 
реактивної потужності та окреслити напрямки руху до її зменшення. 

Ключові слова: енергетичне споживання, порівняльний аналіз, енергоефективність, поліном, критерій Ей-
лера, механічне перемішування, потужність електричного двигуна. 

I. ВСТУП 

Питання пошуку та впровадження альтернатив-
них джерел енергетики є дуже актуальним у багатьох 
країнах. Насамперед це пов’язано з підвищення вар-
тості викопних ресурсів, що у свою чергу призводить 
до збільшення кінцевої вартості для побутових та ви-

робничих споживачів. Це є негативним чинником, 
який впливає на економічну та енергетичну незалеж-
ність. 

На засіданнях світових та європейських біогазо-
вих асоціацій [1], [2] загострюється увага на впрова-
дженні біогазових технологій у енергетичну систему 
країн. Останніми роками європейська спільнота все 
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більше розглядає біометан, як основу енергетичної 
безпеки країн [2], [3]. Біометан утворюється у процесі 
анаеробного зброджування органічної сировини у 
спеціальних резервуарах – біогазових реакторах [4], 
[5]. У якості органічної сировини для зброджування, 
використовуються різноманітні відходи галузей рос-
линництва, тваринництва, рибництва та інших харчо-
вих промисловостей [6], [7]. 

Якість утвореного біометану залежить від умов 
протікання анаеробного зброджування [8], [9] та ви-
значається у відсотковому вмісті у ньому метану та 
інших хімічних домішок, таких як: вуглекислий газ, 
водень, сірка та інші. 

Враховуючи вищезазначене, актуальним питан-
ням є забезпечення необхідних умов для утворення 
біометану з високим вмістом метану з мінімальними 
витратами, щоб знизити його собівартість. 

II. АНАЛІЗ ДОСЛІДЖЕНЬ І ПУБЛІКАЦІЙ 

Зброджування органічної сировини у біогазових 
реакторах є довготривалим, що пов’язано із поступо-
вим розвитком колоній бактерій та розкладанні орга-
нічної речовини. Внаслідок чого спостерігається роз-
кладання сировини на тверду та рідку фракції [10]. 
Щоб цього уникнути, використовують перемішування 
сировини під час її зброджування [11]-[14]. 

На сьогоднішній день використовують різнома-
нітні системи для перемішування [15]-[18]. У роботах 
[19]-[22] стверджується, про ефективність викорис-
тання механічних мішалок різних типів та модифіка-
цій. Зазначається, що вони потребують найменшої 
кількості енергії на перемішування у порівнянні з гід-
равлічним та пневматичним перемішуванням. Проте, 
відсутня інформація проведеного порівняльного ана-
лізу енергетичних витрат різних модифікацій механі-
чних перемішуючих пристроїв у біогазових реакторах 
однакового об’єму, з подальшим виведенням критері-
альних рівнянь для розрахунку споживаної потужнос-
ті в залежності від частоти обертання. 

На ефективність зброджування, також впливає 
температурний режим [9], [23] та швидкість перемі-
щення елементарних об’ємів речовини. Дослідження 
щодо впливу швидкості обертання мішалки на швид-
кість переміщення елементарних об’ємів речовини у 
біогазових реакторах циліндричної форми наведено у 
роботах [24], [25]. Науковцями проведено багато дос-
ліджень та встановлено, що при турбулентному ре-
жимі перемішування у замкнених резервуарах є нее-
фективним, що пояснюється неоднорідністю сирови-
ни після її перемішування. 

У роботах [24]-[27] наведено результати дослі-
джень, які вказують на те, що суттєвим впливом на 
споживання енергії системами перемішування є фізи-
ко-хімічні властивості сировини яка зброджується та 
геометричні розміри самої системи. Для створення 
енергетично ефективних систем призначених для пе-
ремішування сировини необхідно провести дослі-

дження з ціллю встановлення раціонального поєднан-
ня проекції площі лопаті на речовину та споживаної 
енергії на перемішування. 

У роботі [27] зазначається, що режим перемішу-
вання сировини у біогазових реакторах є повторно-
короткочасним. Кожен цикл перемішування в серед-
ньому становить 20 хвилин. Через що, проектування 
систем перемішування потребує врахування номенк-
латури типових приводів та їх номінальних режимів 
роботи. Зазвичай, для перетворення електричної енер-
гії в механічну, яка буде прикладена до валу мішалки 
використовують асинхронні електродвигуни різної 
потужності. При цьому, особливу увагу приділяють 
режимам роботи асинхронних двигунів, щоб часті 
пуски не призвели до перегріву обмоток та виходу 
електричного двигуна з ладу [28], [29]. 

Враховуючи, що рекомендована частота обер-
тання валу перемішуючого пристрою для біогазових 
реакторів знаходиться у межах від 20 до 50 об/хв [24], 
[25], а номінальні оберти асинхронних двигунів знач-
но перевищують рекомендовані показники, тому для 
зниження обертів використовують векторне або ска-
лярне частотне керування, що описано у роботах [30], 
[31]. Також використовують прямий пуск електрично-
го двигуна при цьому обов'язковою умовою є поєд-
нання останнього з редуктором. Електрична схема 
прямого пуску однофазного асинхронного електрич-
ного двигуна наведена у роботі [27]. 

Проведений аналіз праць науковців з різних кра-
їн світу, вказує на зацікавленість населення та держа-
ви у підвищенні енергетичної ефективності інтенси-
фікації біогазового виробництва. Враховуючи вище-
розглянуте, актуальним питанням є проведення порі-
вняльного аналізу енергетичних витрат різних моди-
фікацій механічних перемішуючих пристроїв у біога-
зових реакторах однакового об’єму, з подальшим ви-
веденням критеріальних рівнянь для розрахунку спо-
живаної потужності в залежності від частоти обер-
тання. 

Все це, дозволить знизити енергетичні витрати 
на підтримку необхідного мікроклімату у біогазовому 
реакторі у процесі зброджування органічної сирови-
ни, що забезпечить зниження собівартості 1 м3 утво-
реного біогазу. 

III. МЕТА РОБОТИ 

Дослідження енергетичних витрат на підтримку 
врівноваженого стану сировини у біогазовому реакто-
рі за використання механічних мішалок для встанов-
лення обрання енергетично ефективної конструкції 
механічної мішалки. 

IV. ВИКЛАДЕННЯ ОСНОВНОГУ МАТЕРИАЛУ І 
АНАЛІЗ ОТРИМАННИХ РЕЗУЛЬТАТІВ 

Для проведення дослідження та порівняльного 
аналізу енергетичних витрат (витрати потужності) 
різних модифікацій механічних перемішуючих при-
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строїв у біогазових реакторах однакового об’єму, з 
подальшим виведенням критеріальних рівнянь для 
розрахунку споживаної потужності в залежності від 
частоти обертання приймалися наступні початкові 
умови: час встановлення номінальних обертів пере-
мішуючого пристрою 2 с; густина та динамічна 

в’язкість речовини 3/1100 мкг , 

сПа  048.0 . 

Геометричні розміри циліндричного біогазового 
реактора використаного у ході досліджень наведені у 
роботі [27]. 

Враховуючи, що рекомендована частота обер-
тання валу перемішуючого пристрою для біогазових 
реакторів знаходиться у межах від 20 до 50 об/хв [24], 
[25], при проведені досліджень приймалася частота 
обертання валу перемішуючого пристрою рівна 

хвобп /40
. У якості приводу механічної мішалки 

використовується асинхронний електричний двигун 
поєднаний з редуктором. ККД двигуна та редуктора 

становлять 8.0дв   та 8.0п  відповідно. Викори-
стовується прямий пуск асинхронного електричного 
двигуна за схемою наведеною у роботі [27]. 

Розраховано режим руху речовини що зброджу-
ється, оскільки, він має значний вплив на споживання 
потужності. Оцінка режиму руху органічної сирови-
ни, яка знаходиться у замкненому об’ємі виконується 
за допомогою відцентрового критерію Рейнольдса 
[26], [27]: 




 2

Re мc
м

dn 
 ;  

де мRe  – модифікований критерій Рейнольдса; 

мd  – діаметр мішалки, м; cn  – частота обертів меха-

нічної мішалки, об/с;   – густина сировини, кг/м3; 

  – динамічна в’язкість сировини, Па с. 

У подальшому, враховуючи розраховане значен-
ня критерію Рейнольдса, проводимо розрахунок кри-
терію Ейлера, безрозмірної величини у гідродинаміці, 
яка залежить від встановлених експериментальним 
шляхом констант для різних модифікацій механічних 
мішалок:  

 m
мм AEu Re/ ;  

де А, m – константи, що отримані експеримента-
льним шляхом для різних геометричних розмірів ме-
ханічних мішалок. 

Критерій Ейлера відіграє одну із головних ролей 
при виборі перемішуючого пристрою, оскільки він 
вказує на необхідну потужність на перемішування 
враховуючи відношення інерційних сил до сил тиску. 
Даний критерій безпосередньо впливає на вибір конс-
трукції перемішуючого пристрою, його частоти обер-

тання та потужності двигуна, оскільки величина кри-
терію Ейлера вказує на рівень опору середовища і 
відповідно енергетичні витрати. У роботі [29] наведе-
но результати експериментальних досліджень зміни 
критерію гідродинамічної подоби Ейлера під впливом 
критерію Рейнольдса. Для проведення досліджень 
використовували наступні значення констант: для 
дволопатевої листової, лопаті під кутом 900 

;35.14A  ;31.0m  для чотирьох лопатевої однояру-
сної у якої лопаті встановлені під кутом 900 ;52.8A  

;2.0m  для лопатевої одноярусної у якої лопаті 
встановлені під кутом 900 ;8.6A  2.0m  . 

З розвитком технологій та враховуючи потреби 
для виконання технологічних процесів перемішуван-
ня з необхідною ефективністю зазвичай виготовля-
ються мішалки з нетиповими геометричними розмі-
рами. Прикладом не типових мішалок є системи де 
необхідне розміщення нагрівального пристрою у ло-
патях, для створення комбінованої системи перемі-
шування та підігріву сировини у біогазових реакто-
рах. Для врахування конструктивних змін та відмін-
ностей механічних мішалок від типових конструкцій 
використовуються поправочні коефіцієнти if , які 

дозволяють оцінити зміну витрати потужності в зале-
жності від зміни геометричних розмірів механічної 
мішалки. Математичні залежності для розрахунку 
поправочних коефіцієнтів та опис їх складових наве-
дено у попередній роботі авторів [27]. 

Критерій Ейлера з врахуванням поправочних ко-
ефіцієнтів розраховується за наступним рівнянням, 
наведеним у попередній роботі авторів [27]: 

   iмм fEuEu ' ;  

Оскільки у якості приводу мішалки використо-
вується електричний двигун, проводимо розрахунок 
споживаної потужності електричним двигуном за фо-
рмулою: 


п

р
дв

Р
kР


 ;  

У залежності (4) враховується робоча потужність 
мішалки )( pР , коефіцієнт корисної дії передачі та 

коефіцієнт запасу  3.1k . 

З врахуванням поправочних коефіцієнтів, часто-
ти обертання, питомої густини речовини та діаметру 
мішалки проводимо розрахунок робочої потужності 
механічної мішалки використовуючи наступну зале-
жність: 

  53'
ммp dnEuР ;  

де '
мEu  – критерій Ейлера з врахуванням попра-

вочних коефіцієнтів; n  – частота обертів механічної 
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мішалки, об/с; мd  – діаметр мішалки, м;   – густина 

сировини, кг/м3. 

Послідовність отримання рівняння (5) детально 
описано авторами даної статті у [25]. 

Для досягнення поставленої у роботі мети, вра-
ховуючи вищенаведені початкові умови, геометричні 
розміри біогазового ректора і механічних мішалок, 
використовуючи рівняння (1)-(5) та математичні за-
лежності із роботи [27] проведено порівняльний ана-
ліз енергетичних витрат (витрати потужності) елект-
ричного приводу механічних мішалок за різної часто-
ти перемішування сировини у біогазових реакторах. 
Для порівняльного аналізу було використано отрима-
ні у ході розрахунків дані споживаної потужності ко-
жним типом мішалки, що розглядалися у роботі для 
частоти обертання робочого органу мішалки від 10 до 
60 об/хв. У подальшому за допомогою Excel було по-
будовано гістограми (рис 1 – рис. 4) 

Результати аналізу наведено у вигляді гістограми 
(рис. 1), на якій зображено витрату потужності елект-
роприводом мішалки за її номінальної частоти обер-
тання 40 об/хв, при використанні дволопатевої листо-
вої мішалки, у якої лопаті під кутом 900; чотирьох 
лопатевої одноярусної мішалки з лопатями встанов-
леними під кутом 900; дволопатевої одноярусної мі-
шалки, з лопатями під кутом 900. 

1 – дволопатевої листової мішалки, у якої лопаті під кутом 900; 2 – 
чотирьох лопатевої одноярусної мішалки з лопатями встановле-
ними під кутом 900; 3 – дволопатевої одноярусної механічної міша-

лки, у якої лопаті встановлені під кутом 900. 

Рисунок 1. Витрата потужності електричним 
приводом робочого органу мішалки, за номінальної 
частоти обертання 40 об/хв. 

Для досліджуваних у роботі механічних мішалок 
визначено картину зміни споживаної потужності еле-
ктричним двигуном від швидкості обертання робочо-
го органу мішалки у межах від 10 до 60 об/хв. Для 
цього використовувалися вищенаведені початкові 
умови та рівняння (1-5). Згідно з проведеними розра-
хунками, отримано графічні залежності витрати по-
тужності для кожного типу мішалки для номінальних 
частот обертання від 10 до 60 об/хв. Результати наве-
дено на рис. 2 – рис. 4. 

 

 

Рисунок 2. Витрата потужності електричним 
приводом в залежності від частоти обертання валу 
дволопатевої одноярусної мішалки у якої лопаті 
встановлені під кутом 900. 

 

Рисунок 3. Витрата потужності електричним 
приводом в залежності від частоти обертання валу 
чотирьох лопатевої одноярусної мішалки з лопатями 
встановленими під кутом 900. 

 

Рисунок 4. Витрата потужності електричним 
приводом в залежності від частоти обертання валу 
дволопатевої листової мішалки, у якої лопаті під 
кутом 900. 

Провівши аналіз рис. 2 – рис. 4, встановлено, що 
не залежно від типу мішалки при зростанні частоти 
обертання споживається більше електричної енергії. 

На основі отриманих значень потужності від ча-
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стоти обертання робочого органу мішалки (рис. 2 – 
рис. 4) для математичного визначення зміни спожива-
ної потужності електричного приводу від частоти 
обертання валу механічної мішалки, для розглянутих 
у статті типів мішалок авторами було виведено полі-
номіальні залежності (6), (7) та (8), що характеризу-
ються високою збіжністю. Адже, саме поліноміальна 
залежність дозволяє описати нелінійні зв’язки зміни 
параметрів відносно одне одного. Для цього, із графі-
чних залежностей (рис. 2 – рис. 4) отримано для кож-
ного типу мішалки масив даних у вигляді (х, у), де х – 
частота обертання робочого органу мішалки, у – ве-
личина споживаної потужності. У подальшому коефі-
цієнти поліноміальних залежностей (6), (7) та (8) ви-
значалися за методикою описаною у роботі [32]. 

Нижче наведено рівняння отримані авторами 
статті для визначення зміни потужності від зміни час-
тоти обертання валу мішалки, а саме: 

- дволопатевої одноярусної механічної мішалки у 
якої лопаті встановлені під кутом 900 (рис. 2): 

167.89)(64.173

)(715.98)(894.45)(6042.2 234




x

xxxy
;  

- чотирьох лопатевої одноярусної мішалки з ло-
патями встановленими під кутом 900 (рис. 3): 

83)(79.125)(405.69)(194.14 23  xxxy ;  

- дволопатевої листової мішалки, у якої лопаті 
під кутом 900 (рис. 4): 

33.273)(62.503

)(76.267)(95.100)(375.6 234




x

xxxy
;  

Рівняння (6-8) дозволяють математичним шля-
хом визначити кількість споживаної потужності ме-
ханічних мішалок при використанні їх у біогазових 
реакторах з геометричними параметрами у відповід-
ності до початкових умов. 

При розрахунку необхідно враховувати, що ве-
личина (Х) у рівняннях (6-8) має крок 10 об/хв, інак-
ше кажучи для 10 об/хв (Х = 1), для 20 об/хв (Х = 2), 
для 30 об/хв (Х = 3), для 40 об/хв (Х = 4), і так далі. 
Для порівняльного аналізу отриманого рівняння та 
визначеного значення споживаної потужності при 
проведені досліджень (рис. 2) розрахуємо споживану 
потужність при частоті обертання валу дволопатевої 
листової, у якої лопаті під кутом 900 за частоти обер-
тання 40 об/хв, відповідно (Х = 4). 

Підставивши ці значення у рівняння (8) отрима-
ємо наступний розрахунок: 

годВт

y




79.228533.273462.503

)4(76.267)4(95.100)4(375.6 234



При проведених дослідженнях (рис. 1) потуж-
ність споживана дволопатевою листовою мішалкою, у 

якої лопаті під кутом 900 при частоті обертання 
40 об/хв, у середньому становила 2287 Вт∙год, тоді як 
розрахована величина за рівнянням (8) становить 
2285,79 Вт∙год, що на 0,05% менше. Це свідчить про 
адекватність отриманого рівняння. 

Аналогічні можна розрахувати кількість спожи-
ваної потужності дволопатевою одноярусною мішал-
кою у якої лопаті встановлені під кутом 900 викорис-
товуючи рівняння (6), середня розбіжність становить 
0,8% та чотирьох лопатевою одноярусною мішалкою 
з лопатями встановленими під кутом 900 використо-
вуючи рівняння (7) середня розбіжність становить 
0,36%. 

Проаналізувавши споживану потужність (рис. 1 
– рис. 4) за використання різних типів мішалок, зроб-
лено висновок, що дволопатева одноярусна мішалка, 
у якої лопаті під кутом 900 споживає найменше зна-
чення енергії серед розглянутих типів, згідно з почат-
ковими умовами. 

Конфлікт інтересів. Автори заявляють про від-
сутність конфлікту інтересів. 

V. ВИСНОВКИ 

Проведений аналіз використовуваних електрич-
них приводів у якості рушіїв механічних мішалок, що 
використовуються у біогазових установках. Встанов-
лено споживану потужність на цикл перемішування 
сировини при врахуванні наступних показників фізи-
ко-хімічного складу сировини, циклограми роботи 
електричних машин та систем їх керування, вплив 
критеріїв гідродинамічної подібності Ейлера та Рей-
нольдса для одноярусних лопатевих механічних мі-
шалок у яких лопаті встановлені під кутом 900. 

Використовуючи метод найменших квадратів, 
визначено коефіцієнти поліноміальних залежностей 
для математичного визначення зміни споживаної по-
тужності електричного приводу від частоти обертан-
ня валу механічної мішалки, а саме, дволопатевої од-
ноярусної мішалки у якої лопаті встановлені під ку-
том 900; чотирьох лопатевої одноярусної мішалки з 
лопатями встановленими під кутом 900; дволопатевої 
листової мішалки, у якої лопаті під кутом 900. Вико-
ристання отриманих у роботі результатів дозволить 
підвищити енергетичну ефективність систем інтенси-
фікації біогазового виробництва. 

Проведено порівняльний аналіз залежності ви-
трати енергії на перемішування об’єму речовини у 
резервуарі циліндричного типу, при використанні різ-
них конструкцій одноярусних лопатевих механічних 
мішалок у яких лопаті встановлені під кутом 900, ру-
шієм яких є однофазний асинхронний двигун підклю-
чений до електричної мережі за схемою прямого пус-
ку. 

Встановлено напрямок проведення подальших 
досліджень, які будуть направлені на дослідження 
споживання реактивної потужності електричними 
двигунами за періоди перемішування об’єму сирови-
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ни у реакторі. Це дозволить підвищити енергоефекти-
вність утворення біогазу та рентабельності подальшої 
його переробки. 
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Purpose. Research of energy costs for maintaining the balanced state of raw materials in a biogas reactor using 
mechanical mixers with the aim of choosing an energy-efficient design of a mechanical mixer. 

Methodology. Comparative analysis and use of mathematical modeling methods to determine the amount of 
energy spent on mixing, generalization of the results obtained. 

Findings. The formation of a modern and balanced energy system consists in introducing renewable energy 
systems into its composition, including biogas technologies. The energy efficiency of biogas technologies depends on 
the amount of energy spent on supporting anaerobic digestion. This factor is one of the main ones when investors 
consider financing opportunities for projects related to the construction or modernization of biogas technologies. One 
of the main means of intensification of anaerobic digestion is maintaining the temperature of the raw material within 
the specified limits and a balanced state of the raw material in the volume of the biogas reactor, which is achieved by 
mixing. The most rational ways to increase the energy efficiency of mixing are to establish the dependence of energy 
consumption by mechanical mixing devices, to choose a rational type of mixer, which includes the search for rational 
mass-dimensional characteristics that ensure uniform flows of raw material in the biogas reactor and at the same time 
spend the least amount of energy for mixing. The above actions ensure the determination of rational mass-dimensional 
characteristics of the mixer, which significantly reduces energy consumption for mixing and increases the profitability 
of introducing biogas technologies into the energy system. 

Originality. The authors have derived criterion equations that allow mathematically determining the change in the 
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power consumption of the electric drive from the frequency of rotation of the shaft of mechanical mixers. Analytical 
dependencies between the power consumption of the electric drive and the frequency of rotation of the shaft of 
mechanical mixers for biogas reactors have been established, which take into account the rheological properties of the 
substrate. Graphical dependencies of the change in the power consumption from the frequency of rotation of the 
working body of mechanical mixers for biogas reactors of cylindrical shape have been obtained. 

Practical value. The results obtained in the work allow calculating the amount of energy consumed 
mathematically, without conducting additional experimental studies, which significantly reduces financial costs and 
time for designing raw material mixing systems in biogas reactors. The direction of further research has been estab-
lished regarding the consumption of reactive power by electric motors during the technological cycle of the mixer, 
which will allow determining the pattern of changes in reactive power consumption and outlining the directions of 
movement towards its reduction. 

Keywords: energy consumption, comparative analysis, energy efficiency, polynomial, Euler criterion, mechanical 
mixing, electric motor power. 
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Мета роботи. Розробка та дослідження методу оцінки індексу дисбалансу трифазної напруги на основі 
лінійної регресії для підвищення оперативності контролю якості електроенергії. Застосування лінійного спів-
відношення між максимальним радіусом просторового вектору та величиною дисбалансу має на меті забезпе-
чити високу швидкість обчислень (до 10 мс) при збереженні прийнятної точності. 

Методи дослідження. Для досягнення мети використано теорію просторового вектору для аналізу три-
фазних систем у часовій області. Застосовано методи математичної статистики та лінійної регресії (метод 
найменших квадратів) для встановлення кореляційної залежності між геометричними параметрами годографа 
просторового вектору (Rmax) та індексом дисбалансу напруги (VUF). Проведено комп'ютерне моделювання різ-
них типів провалів напруги для верифікації запропонованої моделі. 

Отримані результати. Встановлено, що модель лінійної регресії забезпечує високу кореляцію (R2=0,985) 
між параметром Rmax та індексом VUF, що дозволяє адекватно описувати стан асиметрії системи. Головним 
результатом є скорочення часу оцінки показників небалансу до 10 мс (пів циклу промислової частоти), що у два 
рази швидше за традиційні методи на основі перетворення Фортеск'ю. Доведено, що для розрахунку за пропо-
нованим методом достатньо знати лише величини лінійних напруг без залучення фазових кутів. 

Наукова новизна. Вперше обґрунтовано можливість використання лінійної регресійної моделі для визна-
чення індексу дисбалансу напруги через параметри годографа просторового вектору. Виявлено стабільний ха-
рактер математичного зв'язку між максимальною напіввіссю еліпса просторового вектору та коефіцієнтом 
несиметрії, що дозволяє спростити математичну модель моніторингу за рахунок відмови від складного розкла-
дання на симетричні складові. 

Практична цінність. Запропонований метод дозволяє реалізувати моніторинг якості електропостачання 
в реальному часі в системах з обмеженими обчислювальними ресурсами (мікропроцесорні пристрої захисту та 
автоматики). Отримана швидкість реакції (10 мс) є критичною для захисту силової електроніки та забезпе-
чення стійкості мікромереж (Smart Grids) в умовах швидких перехідних процесів. Результати можуть бути 
впроваджені в алгоритми цифрових аналізаторів якості енергії. 

Ключові слова: індекс дисбалансу напруги; просторовий вектор; лінійна регресія; якість електроенергії; 
несиметрія напруг. 

 

I. ВСТУП 

Стабільне функціонування сучасних енергосис-
тем безпосередньо залежить від показників якості еле-
ктроенергії (ЯЕЕ). Серед чинників, що дестабілізують 
роботу мережі, критичне значення має несиметрія на-
пруг. Виникнення цього явища зумовлене нерівномір-
ним розподілом потужних однофазних споживачів, 
конструктивною несиметрією параметрів ліній та тра-
нсформаторів, а також недоліками на етапі проєкту-
вання. Впровадження новітніх технологій лише загос-

трює проблему підтримки балансу через хаотичний ха-
рактер зростання несиметричних навантажень. 

Для кількісної оцінки цього явища використову-
ють індекс дисбалансу напруги (VUF), який визнача-
ється як відношення складової зворотної послідовності 
до складової прямої послідовності. Традиційні методи 
розрахунку, що базуються на перетворенні Фортеск'ю, 
вимагають знання як амплітудних значень, так і фазо-
вих кутів усіх трьох фаз. Проте такий підхід має суттєві 
обмеження: математична складність обчислень приз-
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водить до того, що розрахунок займає значний час (за-
звичай щонайменше один системний цикл або 20 мс). 
Це стає критичним бар'єром для моніторингу якості 
мережі в реальному часі, де необхідна швидкість реак-
ції має становити близько 10 мс. 

Зменшення часу оцінки до 10 мс дозволяє систе-
мам автоматичного керування реагувати в межах пів 
періоду промислової частоти, що є критичним для за-
хисту силової електроніки та забезпечення стійкості 
мікромереж (microgrids) в умовах швидких перехідних 
процесів. 

Хоча теорія просторового вектору вже зарекоме-
ндувала себе як ефективний аналітичний інструмент 
для аналізу трифазних систем, існує потреба у спро-
щенні алгоритмів визначення VUF. Використання па-
раметрів просторового вектору, зокрема його максима-
льного радіусу Rmax), дозволяє перейти від складних 
комплексних обчислень до більш простих математич-
них залежностей. 

II. АНАЛІЗ ДОСЛІДЖЕНЬ І ПУБЛІКАЦІЙ 

Питанням оцінки несиметрії присвячено численні 
роботи вітчизняних та закордонних вчених. Класичний 
фундамент базується на методі Фортеск'ю, який є ста-
ндартом для розрахунку симетричних складових. 
Проте, як зазначають дослідники, реалізація цього ме-
тоду в цифрових пристроях вимагає значного вікна 
осереднення. Останні публікації в галузі Smart Grid 
пропонують використання віконного перетворення 
Фур'є (STFT) та вейвлет-перетворення для виявлення 
спотворень, проте ці методи залишаються ресурсоміс-
ткими для бюджетних мікропроцесорних систем моні-
торингу. 

Альтернативним напрямком є використання тео-
рії миттєвої потужності та просторового вектору 
(Space Vector), що дозволяє аналізувати стан мережі в 
часовій області. Зокрема, відомо, що годограф просто-
рового вектору напруги при несиметрії перетворю-
ється з кола на еліпс. Невирішеною частиною загальної 
проблеми залишається пошук спрощених математич-
них моделей, які б встановлювали пряму кореляцію 
між геометричними параметрами цього еліпса та стан-
дартизованим індексом VUF без переходу до частотної 
області. 

Ця стаття посідає місце в ряду досліджень, спря-
мованих на оптимізацію алгоритмів моніторингу пока-
зників якості електричної енергії (ПЯЕ). Вибір напря-
мку досліджень обґрунтований гіпотезою про те, що 
застосування статистичних методів, зокрема лінійної 
регресії, до параметрів просторового вектору дозво-
лить скоротити час обробки сигналу. Актуальність ро-
боти обумовлена необхідністю створення швидких 
(Fast-Response) алгоритмів для сучасних активних си-
стем розподілу енергії. 

III. МЕТА РОБОТИ 

Метою роботи є розробка методу швидкої оцінки 

індексу дисбалансу трифазної напруги на основі ліній-
ної регресійної моделі параметрів просторового век-
тору. Для досягнення мети вирішуються наступні за-
дачі: 

- Встановлення математичної залежності між ма-
ксимальним радіус-вектором (Rmax) годографа напруги 
та величиною індексу VUF. 

- Побудова лінійної регресійної моделі за резуль-
татами моделювання різних режимів несиметрії. 

- Оцінка точності отриманої моделі за допомогою 
коефіцієнта детермінації (R2). 

- Перевірка швидкодії запропонованого алгори-
тму порівняно з класичним методом симетричних 
складових. 

Критерієм якості результатів є мінімізація серед-
ньоквадратичної помилки апроксимації при забезпе-
ченні швидкості розрахунку не більше ніж за пів циклу 
промислової частоти (10 мс). 

Обмеження: дослідження обмежується аналізом 
несиметрії в системах з номінальною частотою 50 Гц 
без врахування впливу вищих гармонік понад 5% від 
основної частоти. 

IV. ВИКЛАДЕННЯ ОСНОВНОГУ МАТЕРИАЛУ 
І АНАЛІЗ ОТРИМАННИХ РЕЗУЛЬТАТІВ 

Продуктивність електроенергетичної системи по-
ступово погіршується за наявності проблем з ЯЕЕ, та-
ких як, гармонійні спотворення, різного роду перехідні 
процеси, коливання напруги живлення та дисбаланс 
напруги [1, 2]. Основними причинами дисбалансу на-
пруги в електричній мережі є нерівномірний розподіл 
потужних однофазних навантажень по трифазній сис-
темі, непрофесійне проєктування електричних параме-
трів електричної мережі, а також асиметричний імпе-
данс ліній електропередач та обмоток трансформато-
рів [3]. При цьому необхідно відмітити наступне – під-
тримка балансу по трьох фазах електроенергетичної 
системи стає дедалі складною через несиметричне спо-
живання електричної енергії [4]. 

 На даний час існує велика кількість метолів ви-
значення дисбалансу напруги в електричній мережі, 
Серед них, для точного визначення дисбалансу напруг, 
рекомендується визначення індексів LVUR ( NEMA - 
Національна асоціація виробників обладнання) та VUR 
IEEE (Інститут інженерів електротехніки та електро-
ніки) [5]. 

Визначення дисбалансу напруги, також відоме як 
частота дисбалансу напруги в мережі (LVUR, %), ви-
значається як: 

𝐿𝑉𝑈𝑅, % ൌ
ெ௔௫൫ห௎ೌ್ି௎ೌೡ೒ห,ห௎್೎ି௎ೌೡ೒ห,ห௎೎ೌି௎ೌೡ೒ห൯

௎ೌೡ೒
∙ 100,

де 𝑈௔௩௚ ൌ
௎ೌ್ା௎್೎ା௎೎ೌ

ଷ
 - середнє значення лінійних на-

пруг. 

В загальному вигляді (1) можна переписати на-
ступним чином: 
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𝐿𝑉𝑈𝑅 ൌ
௎೘ೌೣ

೏೐ೡ

௎ೌೡ೒
∙ 100

де   𝑈௠௔௫
ௗ௘௩  - максимальне відхилення напруги від серед-

ньої напруги мережі. 

Дане визначення дисбалансу передбачає, що сере-
дня напруга однакова до номінального значення у три-
фазній системі, і оскільки в (1) визначаються тільки ве-
личини, фазові кути не розглядаються. 

Відповідно до стандарту IEC 61000-3-14 [5] Для 
визначення дисбалансу використовуються фазні на-
пруги, а не міжлінійні. При цьому також не врахову-
ється інформація про фазовий кут. Визначення дисба-
лансу – відношення складової напруги зворотної пос-
лідовності до складової напруги прямої послідовності: 
Коефіцієнт дисбалансу напруги у відсотках (VUF,%), 
визначається наступним чином: 

𝑉𝑈𝐹 ൌ
ቚ௎ቚ

ቚ௎�ቚ
∙ 100

де  𝑈зв - модуль (середньоквадратичне значення) 
вектору напруги зворотної послідовності, 𝑈пр - модуль 
(середньоквадратичне значення) вектору напруги пря-
мої послідовності. 

Компоненти комплексної послідовності можна 
розрахувати, використовуючи фазні напруги за допо-
могою перетворення Фортеск'ю [6], наступним чином: 

𝑈пр ൌ
ଵ

ଷ
ሺ𝑈஺ ൅ 𝑎𝑈஻ ൅ 𝑎ଶ𝑈஼ሻ

𝑈зв ൌ
ଵ

ଷ
ሺ𝑈஺ ൅ 𝑎ଶ𝑈஻ ൅ 𝑎𝑈஼ሻ

𝑉𝑈𝐹зв.фаз ൌ ቚ
௎ಲା௔మ௎ಳା௔௎಴

௎ಲା௔௎ಳା௔మ௎಴
ቚ ⋅ 100

При цьому потрібно зазначити, що інші розроб-
лені індекси визначення дисбалансу зазвичай викорис-
товуються в поєднані з LVUR та VUR. Загальний функ-
ціонал зворотної послідовності описує існування ком-
поненти зворотної послідовності в електричній ме-
режі, що забезпечує кращу фізичну інтерпретацію дис-
балансу напруг та є більш корисним для його аналізу. 

 Одним із основних обмежень використання інде-
ксу VUF при моніторингу дисбалансу (продуктивності 
електричної мережі) є те, що його обчислення вимагає 
інформації як про величину, так і кути трифазних на-
пруг. Крім того, його визначення складно з математи-
чної точки зору і розрахунок загального функціоналу 
зворотної послідовності займає значний час порівняно 
з необхідним часом, дозволеним для зменшення дисба-
лансу, який становить 10 мс [7]. 

Як відомо, теорія просторового вектору є ефекти-
вним аналітичним інструментом для аналізу трифаз-

них систем. У цьому методі будь-яка змінна у часі три-
фазної системи перетворюється з часової області на на-
бір із двох векторів у просторовій області [4]. Тобто, 
трифазна система 𝑢௔ሺ𝑡ሻ, 𝑢௕ሺ𝑡ሻ, 𝑢௖ሺ𝑡ሻ в площині ABC, 
може бути представлена просторовим вектором  𝑈, 
який складається з двох векторів 

𝑈 ൌ 𝑈ௌ ൅ 𝑈௓

де 𝑈ௌ ൌ 𝑈ఈ ൅ 𝑗𝑈ఉ   та   𝑈௓ ൌ
ଵ

ଷ
ሺ𝑈௔ ൅ 𝑈௕ ൅ 𝑈௖ሻ. 

Після ряду перетворень вираз для просторового 
вектору запишеться наступним чином: 

𝑈ௌ௏ ൌ
ଶ

ଷ
ቀ𝑈௔ െ

ଵ

ଶ
𝑈௕ െ

ଵ

ଶ
𝑈௖ቁ ൅ 𝑗

ଶ

ଷ
ቀ√ଷ

ଶ
𝑈௕ െ √ଷ

ଶ
𝑈௖ቁ

Як відомо, основними характеристиками просто-
рового вектору є велика 𝑅௠௔௫ та мала  𝑅௠௜௡ напівосі, 
кут повороту сформованого еліпсу 𝜃. Для збалансова-
них систем просторовий вектор складається тільки з 
додатного вектору кутової частоти і слідує по колу в 
комплексній площині з радіусом рівним напрузі (рис. 
1, крива 1). Для незбалансованих систем просторовий 
вектор є еліпсом із параметрами, що залежать від фази 
падіння напруги, величини провалу напруги та зсуву 
фазового кута (рис.1 , крива 2). 

 

Рисунок 1. Просторовий вектор трифазної системи з 
наявністю однофазної несправності [8] 

Проведемо  дослідження залежності параметрів 
просторового вектору від величини індексу небалансу. 
В якості дослідження був  вибраний параметр просто-
рового вектору - 𝑅௠௔௫, який в значній мірі залежить від 
величини індексу небалансу [8]. Дослідження прово-
дилися у плані залежності індексу небалансу VUF та 
𝑅௠௔௫ від зсуву фазових кутів та глибини провалів на-
пруг. 

На рис. 2-4 представлені результати такого дослі-
дження. 
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SV1- 𝜑஻ ൌ 1.72рад, SV2=𝜑஻ ൌ 1.805рад, SV3=𝜑஻ ൌ 1.985рад 

Рисунок 2.  Тип провалу В, фаза В. Залежність дисбалансу напруг від зсуву фазових кутів 

В залежності від значення фазового кута (𝜑஻ ൌ 1.72 േ 1.805рад) індекс дисбалансу приймає значення 𝑉𝑈𝐹 ൌ
0.069% േ 6.89% 

 
 

SV1- 𝜑஼ ൌ 1.7рад, SV2=𝜑஼ ൌ 1.8рад, SV3=𝜑஼ ൌ 1.98рад 

Рисунок 3. Тип провалу В, фаза С. Залежність дисбалансу напруги від зсуву фазових кутів 

 В залежності від значення фазового кута (𝜑஼ ൌ 1.7 േ 1.98рад) індекс дисбалансу приймає значення 𝑉𝑈𝐹 ൌ
0.07% േ 7.88% 

 

Рисунок 4. Тип провалу А. Залежність дисбалансу напруги від глибини провалу 
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Дослідження залежності 𝑅௠௔௫ та 𝑉𝑈𝐹 від зсуву 
фазових кутів та глибини провалу напруги проводи-
лися шляхом моделювання різних типів провалу на-
пруги, зсувів фазових кутів та глибини провалу. Аналіз 
результатів дослідження показав наступне: 

1. Параметри 𝑅௠௔௫ та 𝑉𝑈𝐹 суттєво залежать від 
зсуву фазових кутів та глибини провалу. 

2. Прослідковується залежність параметру про-
сторового вектору 𝑅௠௔௫ та величини 𝑉𝑈𝐹 в 
сторону збільшення зсуву фазових кутів та 
глибини провалу. 

Проведемо дослідження наявності математичної 
залежності параметру просторового вектору 𝑅௠௔௫ та 
величини дисбалансу трифазної напруги в електричній 
мережі 𝑉𝑈𝐹. 

Лінійна регресія – як метод математичного ана-
лізу моделі залежності між скалярною та векторною 
змінними 

 

 Припустимо, що є n точок ሼሺ𝑥௜, 𝑦௜ሻ, 𝑖 ൌ 1, . . . , 𝑛ሽ, 
Функція, яка описує зв'язок між x і y записується 𝑦௜ ൌ
𝛼 ൅ 𝛽𝑥௜ ൅ 𝜀௜. Завдання полягає в тому, щоб знайти рів-
няння прямої лінії  𝑦 ൌ 𝛼 ൅ 𝛽𝑥,  яке б забезпечувало 
«найкраще» допасування наявних точок даних. Тут під 
«найкраще» розуміється в сенсі найменшого квадрати-
чного відхилення: лінія, що мінімізує суму квадратів 
похибок лінійної регресійної моделі. Іншими словами, 
𝛼 (перетин з віссю y) і 𝛽 (нахил) є розв’язком наступної 
задачі мінімізації 

 Знайти 𝑚𝑖𝑛 𝑄 ሺ𝛼, 𝛽ሻ,  для 𝑄ሺ𝛼, 𝛽ሻ ൌ ∑ 𝜀௜
ଶ ൌ௡

௜ୀଵ

                           ∑ ሺ𝑦௜ െ 𝛼 െ 𝛽𝑥௜ሻଶ௡
௜ୀଵ ,                             (8)     

Із (8) отримаємо значення 𝛼 і 𝛽 які мінімізують 
цільову функцію 𝑄ሺ𝛼, 𝛽ሻ: 

𝛽መ ൌ
∑ ሺ௫೔ି௫ሻሺ௬೔ି௬ሻ೙

೔సభ
∑ ሺ௫೔ି௫ሻమ೙

೔సభ
ൌ

∑ ௫೔௬೔ି௫௬೙
೔సభ

∑ ௫೔
మି௫೙

೔సభ
మ ൌ

௫௬ି௫௬

௫మି௫మ ൌ

                             
஼௢௩ሾ௫,௬ሿ

௏௔௥ሾ௫ሿ
ൌ 𝑟௫,௬

௦೤

௦ೣ


𝛼ො ൌ 𝑦 െ 𝛽መ𝑥

де 𝑟௫,௬ - коефіцієнт кореляції між  x і y, 𝑠௫ і 𝑠௬ - 
стандартні відхилення x і y. 

 Підставляючи вирази 𝛼ො і 𝛽መ  в 𝑓 ൌ 𝛼ො ൅ 𝛽መ𝑥, маємо 

௙ି௬

௦೤
ൌ 𝑟௫,௬

௫ି௫

௦ೣ


Це показує, що 𝑟௫,௬ - нахил регресійної лінії для 
стандартизованих точок вибірки. 

 Коефіцієнт детермінації - 𝑅ଶ дорівнює 𝑟௫,௬
ଶ , коли 

маємо справу з лінійною моделлю з однією незалеж-
ною змінною. Це статистичний показник, що вимірює 
частку варіації залежної змінної, яку може пояснити 
регресійна модель (незалежні змінні). Він показує, на-
скільки добре дані підтверджують модель, і приймає 
значення від 0 до 1, де значення  близьке до 1, свідчить 
про кращу відповідність моделі даним, тобто  є ключо-
вим критерієм адекватності регресійної моделі. Розра-
хований коефіцієнт детермінації 𝑅ଶ ൌ 0.985 - що свід-
чить про хорошу відповідність моделі даним. 

 

 

Рисунок 5. Залежність просторового вектору (𝑅௠௔௫) від значення дисбалансу в електричній мережі та діаграма 
залишків 
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Діаграма залишків - це діаграма розсіювання, яка 
відображає помилки (залишки) регресійної моделі (фа-
ктичне y - прогнозоване y) на вертикальній осі відно-
сно незалежної змінної (x) або прогнозованих значень 
на горизонтальній осі для оцінки відповідності моделі, 
виявляючи такі закономірності, як нелінійність або ге-
тероскедастичність (нерівномірний розкид), які свід-
чать про неадекватність моделі, тоді як випадкове роз-
сіювання навколо нуля вказує на хорошу лінійну від-
повідність [9]. 

Таблиця 1.  Порівняльний аналіз розрахунку індексу 
небалансу  VUF,% та по пропонованому способу 

VUF, 

% 

𝑹𝒎𝒂𝒙 VUF (лінійна апрок-

симація), % 

Відносна похи-

бка,𝜹, % 

13,85 24 13,95 0,7 

11,82 20 11,59 1,9 

9,8 17 9,82 0,2 

8,16 14,5 8,345 2,27 

5,6 9,5 5,395 3,66 

4,56 8,2 4,628 1,49 

3,25 5,5 3,035 6,61 

1,92 4 2,15 11,9 

3. Результати по самій високій відносній похи-
бці (δൌ11.9%) були перерахованаі із застосу-
ванням квадратичної апроксимації  - рів-
няння:   

2
max max0.00089 0.62 0.34 12.2%VUF R R       та ку-

бічної апроксимації – рівняння: 
3 2
max max max9.1 05 0.0048 0.66 0.5 7.7%VUF e R R R          

Як слідує із розрахунків ступінь застосованої ап-
роксимації не сильно впливає на похибку визначення 
значення VUF по 𝑅௠௔௫ просторового вектору. Це та-
кож слідує і із рис. 5. 

У таблиці  наведено результати розрахунку дис-
балансу за отриманим лінійним рівнянням регресії  та 
порівняно результати з даними, отриманими за допо-
могою традиційного методу -  відношенням зворотної 
послідовності до прямої для 8 випадків. Крім того, оці-
нка VUF шляхом розрахунку співвідношення між на-
пругою зворотної послідовності та напругою прямої 
послідовності займає щонайменше 20 мс, тоді як по 
𝑅௠௔௫ - до 10мс.  

Конфлікт інтересів. Автори заявляють про відсу-
тність конфлікту інтересів. 

V. ВИСНОВКИ 

У ході проведеного дослідження було розв’язано 
важливу науково-практичну задачу підвищення опера-
тивності оцінки якості електроенергії в трифазних си-
стемах. На основі отриманих результатів можна зро-
бити наступні висновки: 

1.Для отримання лінійної регресії між максималь-
ним радіусом 𝑅௠௔௫ просторового вектору та, відпо-
відно, значенням VUF, необхідно лише величини три-
фазних лінійних напруг. Це суттєво спрощує знахо-
дження індексу VUF у плані швидкодії із збереженням 
достатньої точності. 

2. Застосування пропонованого способу визна-
чення VUF по лінійній регресії між  VUF і 𝑅௠௔௫ прос-
торового вектору дозволяє проводити моніторинг яко-
сті електропостачання в реальному часі. 

3. Доведено, що використання параметрів просто-
рового вектору, зокрема його максимального радіусу 
𝑅௠௔௫), дозволяє адекватно описувати стан асиметрії 
трифазної системи без необхідності складного розкла-
дання на симетричні складові за методом Фортеск’ю. 
Це спрощує математичну модель моніторингу. 

4. Встановлено, що модель лінійної регресії забез-
печує високу кореляцію між геометричними парамет-
рами годографа просторового вектору та індексом дис-
балансу напруги (VUF). Запропоноване лінійне спів-
відношення дозволяє мінімізувати обчислювальні ви-
трати, що є критичним для мікропроцесорних систем 
захисту та автоматики. 

5. Головним результатом роботи є скорочення 
часу оцінки показників небалансу. Запропонований 
метод дозволяє отримати достовірне значення VUF за 
проміжок часу до 10 мс (пів циклу промислової час-
тоти), що у два рази швидше за традиційні методи, які 
потребують повного циклу (20 мс). Така швидкість ре-
акції дозволяє системі моніторингу миттєво реагувати 
на перехідні процеси та динамічні зміни навантаження. 

6. Проведене моделювання підтвердило, що похи-
бка визначення індексу за допомогою регресійної мо-
делі знаходиться в межах допустимих норм для проми-
слових засобів вимірювання. Це робить метод придат-
ним для використання в інтелектуальних мережах 
(Smart Grids) та системах енергетичного менеджменту. 

7. Результати дослідження можуть бути впрова-
джені в алгоритми роботи сучасних цифрових аналіза-
торів якості енергії та інтелектуальних реле захисту. 
Подальші дослідження можуть бути спрямовані на 
адаптацію даного методу для умов значного гармоній-
ного спотворення напруги (несинусоїдних режимів), 
що дозволить ще більше розширити сферу його засто-
сування. 
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Purpose. Development and investigation of a method for estimating the three-phase voltage unbalance index based 
on linear regression to improve the responsiveness of power quality control. The application of a linear relationship 
between the maximum radius of the space vector and the unbalance magnitude aims to ensure high computational speed 
(up to 10 ms) while maintaining acceptable accuracy. 
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Methodology. To achieve the goal, the space vector theory was used to analyze three-phase systems in the time 
domain. Methods of mathematical statistics and linear regression (least squares method) were applied to establish a 
correlation between the geometric parameters of the space vector locus (Rmax) and the voltage unbalance factor (VUF). 
Computer modeling of various types of voltage sags was conducted to verify the proposed model. 

Findings. It was found that the linear regression model provides a high correlation (R2=0.985) between the Rmax 
parameter and the VUF index, which allows  to describe adequately the state of system asymmetry. The main result is the 
reduction of the unbalance indicator estimation time to 10 ms (half a cycle of the power frequency), which is twice as fast 
as traditional methods based on the Fortescue transform. It is proven that for calculation by the proposed method, it is 
sufficient to know only the magnitudes of the line voltages without involving phase angles. 

Originality. For the first time, the possibility of using a linear regression model to determine the voltage unbalance 
index through the parameters of the space vector locus was substantiated. A stable mathematical relationship between 
the semi-major axis of the space vector ellipse and the unbalance factor was identified, allowing for the simplification of 
the mathematical monitoring model by avoiding complex symmetrical component decomposition. 

Practical value. The proposed method enables the implementation of real-time power quality monitoring in systems 
with limited local computational resources (microprocessor-based protection and automation devices). The achieved 
response speed (10 ms) is critical for the protection of power electronics and ensuring the stability of microgrids (Smart 
Grids) under rapid transient conditions. The results can be implemented into the algorithms of digital power quality 
analyzers. 

Keywords: voltage unbalance factor; space vector; linear regression; power quality; voltage asymmetry. 
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Purpose. To quantitatively estimate the contribution of the surrounding-medium parameters to the magnetic flux 
density of a three-phase 110 kV air-insulated transmission line installed inside an underground tunnel, and to clarify 
whether such parameters must be included in routine engineering magnetic-field assessments. 

Methodology. Numerical quasi-stationary simulation of the magnetic field at industrial frequency was carried out 
for a symmetric three-phase system of AC-240/32 conductors loaded with 500 A. The computational domain was de-
composed into five characteristic horizontal layers extending from the open air above the ground surface to the very 
plane of the phase wires. Two parametric series were performed: in the first the soil resistivity was scanned from 50 to 
1000 Ωꞏm at a fixed wall thickness; in the second the concrete-wall thickness was varied from 250 to 500 mm at a fixed 
soil resistivity of 70 Ωꞏm.  

Findings. Within the studied envelope of parameters neither the resistivity of the soil nor the thickness of the con-
crete wall measurably alters the magnetic flux density either at the control point or inside any of the analyzed layers. 
The configuration of the field is governed almost exclusively by the magnitude of the phase current and by the geometry 
of the conductor cluster. At the reference point the peak flux density is approximately 1.5 μT and is reached at phase 
angles of about 115° and 295°; the value rises to roughly 2.27 μT at the ground surface, to about 8 μT on the upper 
outer face of the tunnel and exceeds 10 μT on its inner face, while pronounced local maxima are observed in the imme-
diate vicinity of the individual phase wires. 

Originality. A systematic quantitative demonstration is provided that for a 110 kV underground concrete collector 
in typical urban operating conditions the soil and the reinforced-concrete envelope contribute negligibly to magnetic-
field attenuation at 50 Hz. The widespread informal design assumption about the natural shielding role of these media 
is therefore not supported within the considered ranges of parameters. 

Practical value. The reported results allow designers to omit detailed soil and concrete characterization from pre-
liminary magnetic-field calculations above underground collectors and to instead direct mitigation efforts toward opti-
mization of phase-conductor geometry or toward dedicated active and passive shielding solutions, the only practically 
effective routes to a noticeable reduction of magnetic flux density in compact underground transmission infrastructure. 

Keywords: electric power industry, magnetic flux density; underground collector air insulation; soil resistivity; 
reinforced-concrete tunnel; phase-conductor geometry; numerical modelling; electromagnetic compatibility. 

I. INTRODUCTION 

Modern development of urban electric grids is 
shaped by two simultaneous and partly contradictory 
pressures: load densities continue to grow inside densely 

built-up areas, while the right-of-way available for tradi-
tional overhead corridors is steadily shrinking. To recon-
cile these constraints, network operators ever more often 
relocate high-voltage circuits below the surface, placing 
air-insulated bare conductors inside cast reinforced-
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concrete tunnels – the so-called underground collectors. 
Such installations mechanically protect the live parts, iso-
late them from people and surface traffic, free up valuable 
urban land and visually disappear from the landscape. At 
the same time, they appreciably modify the electromag-
netic environment along the route and raise new questions 
about the magnetic flux density to which pedestrians and 
equipment located directly above the corridor will be ex-
posed. 

Reliable assessment of this flux density is required 
both by electromagnetic compatibility standards and by 
sanitary norms limiting prolonged human exposure to 
power-frequency magnetic fields. Practising engineers, 
however, frequently rely on a tacit and convenient as-
sumption: that the natural cover of soil above the conduit 
and the massive concrete shell of the tunnel itself together 
behave as a partial magnetic shield and visibly attenuate 
the field at ground level. The factual basis of this expecta-
tion is far from solid. The actual shielding effectiveness 
depends on the conductivity and magnetic permeability of 
every material lying on the path of the field, on the geo-
metric arrangement of the conductors inside the conduit 
and on the operating regime of the line, and very little of 
this dependency has so far been quantified for the geome-
try typical of municipal collectors in Ukraine. 

II. ANALYSIS OF LAST RESEARCHES 

A review of recent literature dealing with the mag-
netic environment around underground power infrastruc-
ture reveals a clear concentration around two topics. The 
first one focuses on the electric and magnetic fields asso-
ciated with cable systems or air-insulated lines accommo-
dated inside service tunnels, with particular attention to 
the safe-work envelope of maintenance personnel and to 
the contribution of return currents, sheaths and earthing 
schemes to the resulting field [1–3]. The second covers 
practical field-reduction techniques, including passive 
metallic loops, ferromagnetic plates, conductive screens, 
optimized phase splitting and transposition arrangements 
[4–7]. Detection-oriented works, in which buried conduc-
tors are localized through their stray power-frequency 
field, indirectly confirm that the field persists at ground 
level despite the presence of soil and concrete and re-
mains a measurable quantity [5, 6]. 

A separate group of publications examines the ther-
mal behaviour and electromagnetic characteristics of ca-
bles enclosed in non-homogeneous soil masses, as well as 
the uncertainty associated with overhead-line field calcu-
lations [8–12]. In all of these works the soil and the sup-
porting structures are described through their electrophys-
ical parameters, yet the actual sensitivity of the magnetic 
flux density to the precise numerical values of those pa-
rameters is rarely studied systematically. The outcome is 
an asymmetry that has consequences in routine design: 
where the geometry of the conductors is treated in great 
detail, the surrounding medium typically enters the calcu-
lation through default values or coarse engineering rules 
of thumb, leaving the designer without a defensible an-

swer to the question of whether refined soil and concrete 
data are worth acquiring at all. 

International standardization documents and recent 
surveys [13–16] reinforce the same observation: while 
measurement protocols and shielding strategies are de-
scribed in considerable depth, the quantitative sensitivity 
of the field to the dielectric and magnetic parameters of 
the host medium in compact underground geometries is 
not the subject of dedicated studies. The gap is particular-
ly evident at the preliminary design stage, when the ge-
ometry of the collector still has to be fixed and detailed 
in-situ measurements of soil resistivity or concrete quality 
are rarely available. Closing this gap, even within a lim-
ited but representative configuration, therefore has direct 
practical value. 

III. FORMULATION OF THE WORK PURPOSE 

The objective of the present work is to determine the 
influence of the parameters of the medium surrounding a 
110 kV underground transmission line – first of all the re-
sistivity of the soil cover and the thickness of the con-
crete-tunnel wall – on the magnetic flux density at obser-
vation points located both above ground and inside the 
conduit, and to establish whether the inclusion of these 
parameters in engineering magnetic-field calculations is 
justified. 

In line with this objective, the work analyzes a three-
phase air-insulated 110 kV line carrying 500 A and in-
stalled inside a reinforced-concrete underground tunnel. 
AC-240/32 conductors with an overall diameter of 21.6 
mm are used; the phase angles are set to −120°, 0° and 
120°. The computational domain is split into five charac-
teristic layers – the air space 1 m above the ground (Layer 
1), the ground surface itself (Layer 2), the upper outer 
face of the tunnel (Layer 3), its inner face (Layer 4) and 
the plane of the phase conductors (Layer 5). A control 
point situated 1 m above ground over the central axis of 
the tunnel is used as the reference observation site. The 
soil resistivity is scanned within the range 50–1000 Ωꞏm 
and the concrete-wall thickness within 250–500 mm; all 
remaining geometric parameters are kept fixed. 

Cost trade-offs of construction, extrapolation beyond 
the declared parameter ranges and detailed analysis of 
transient regimes lie outside the scope of the present 
study. 

IV. EXPOUNDING THE MAIN MATERIAL AND 
RESULTS ANALYSIS 

Mathematical formulation. The magnetic field is 
computed in a quasi-stationary formulation, in which dis-
placement currents and wave-propagation effects can be 
neglected because at the industrial frequency f = 50 Hz 
the characteristic wavelength in vacuum (about 6000 km) 
exceeds the typical dimensions of the computational do-
main (a few metres) by many orders of magnitude. Under 
such conditions the problem reduces to the Poisson-type 
equation for the magnetic vector potential A: 
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  (1)

where μ is the absolute magnetic permeability of the 
medium, σ its electrical conductivity and Jₛ the source 
current density distributed across the cross-section of the 
phase conductors. The magnetic flux density at any ob-
servation point is recovered from B = ∇  × A. A balanced 
three-phase sinusoidal excitation is imposed: 

  (2)

where Iₘ = √2 ꞏ 500 A is the amplitude per phase 
and φₖ = −120°, 0°, 120° are the initial phase angles. The 
simulation is parametrised by the phase angle θ = 2πft + 
φₖ, so that the full 360° cycle is sampled and both the time 
evolution of the field and the positions of its instantane-
ous maxima can be recovered. 

Geometric model and material parameters. The 
phase wires are represented as continuous conductors of 
circular cross-section corresponding to the AC-240/32 
specification with an overall diameter of 21.6 mm. The 
inter-axis spacing of adjacent phases is 300 mm. The rein-
forced-concrete tunnel has an internal square cross-
section of 1000 mm on a side; its wall thickness T is var-
ied within 250–500 mm. The reinforcement is modelled 
as a regular grid of 16 mm steel bars spaced 250 mm 
apart, with electrical conductivity σᵣ = 1.5 MS/m and rela-
tive magnetic permeability μᵣ = 60. The surrounding soil 
is described by its electrical resistivity ρᵍ, taken succes-
sively at 50, 70, 100 and 1000 Ωꞏm to cover the range 
from moist clay-loam through average mineral soils to dry 
rocky terrain. The external boundary of the computational 
domain is placed sufficiently far from the conductor clus-
ter to make boundary reflections insignificant. 

 

Figure 1. General view of the underground reinforced-
concrete collector with the three-phase conductor cluster 
and the reinforcement grid 

Procedure. The magnetic flux density is evaluated 
at the reference point Point 1 and along characteristic 
cross-sections lying inside Layers 1–5. The phase-angle 
scan is performed with a step of 5° in θ, which provides 
adequate resolution of the instantaneous extrema while 
keeping the computational cost moderate. Two parametric 
series are performed independently. In the first series the 

soil resistivity ρᵍ is varied while the concrete-wall thick-
ness is held fixed; in the second the wall thickness T is 
varied while the soil resistivity is held at the practically 
representative value of 70 Ωꞏm. This separation isolates 
the individual contribution of each factor and allows their 
relative importance to be judged directly. To exclude re-
sidual influence of numerical artefacts, every series is re-
peated with two independent mesh densities and the ob-
tained values are compared; the difference between the 
corresponding curves does not exceed 0.7 %, which is 
well below the variation that any meaningful physical ef-
fect of the medium would produce. The simulation results 
discussed in the following subsections therefore reflect 
physical behaviour rather than discretization errors. 

Influence of soil resistivity. The plots of magnetic 
flux density at Point 1 versus the phase angle θ obtained 
for ρᵍ = 50, 70, 100 and 1000 Ωꞏm turn out to be virtually 
indistinguishable – the four curves overlap within the line 
width of the plot. The flux density follows a smooth near-
sinusoidal pattern with two clear maxima of approximate-
ly 1.5 μT at θ ≈ 115° and θ ≈ 295°, which correspond to 
the moments at which the contributions of the two outer 
phases add coherently along the vertical line passing 
through the control point. 

The same picture is observed across Layers 1–5: for 
a given resistivity the layer-wise profiles fall on top of 
each other, with no measurable separation between the 
curves. This insensitivity to ρᵍ is found not only at Point 1 
but throughout the entire computational domain. The ab-
solute magnitudes, however, change strongly when the 
observation moves from Layer 1 to Layer 5. In Layer 1, 
located 1 m above the ground, the peak flux density is 
about 1.5 μT; on the ground surface (Layer 2) it grows to 
roughly 2.27 μT; on the upper outer face of the tunnel 
(Layer 3) it reaches approximately 8 μT; on the inner face 
of the tunnel (Layer 4) it exceeds 10 μT; in the plane of 
the conductors (Layer 5) the curve becomes strongly non-
uniform with sharp local maxima around the individual 
phase wires – a direct fingerprint of the geometric factor. 

Influence of concrete wall thickness. In the second 
series the soil resistivity is held at 70 Ωꞏm and the wall 
thickness T is set successively to 250, 300 and 500 mm. 
The dependences B(θ) at the reference point again practi-
cally coincide: a twofold increase of the concrete shell 
does not visibly alter the magnetic flux density at the con-
trol point, while the position of the maxima at θ ≈ 115° 
and θ ≈ 295° as well as their magnitude of about 1.5 μT 
remain unchanged. Inspection of the layer-wise distribu-
tions for the three thickness values yields the same con-
clusion. Across Layers 1–5 the curves obtained for differ-
ent T overlap within the resolution of the graph, with de-
viations of the same order as the numerical noise of the 
model. 
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d) 

Figure 2. Magnetic flux density distribution in: a) Layer 1 
at T = 250 mm; b) Layer 2 at T = 250 mm; c) Layer 3 at T 
= 250 mm; d) The same in Layer 4 at T = 250 mm 

A consolidated comparison of peak flux density at 
the control point for all combinations of ρᵍ and T is sum-
marised in a generalised plot.  

 

Figure 3. Peak magnetic flux density at Point 1 for the 
full set of ρ_g and T combinations 

The bars are visually indistinguishable; the relative 
spread does not exceed several per cent and stays inside 
the uncertainty band of the underlying numerical model. 
Both series therefore confirm that, within the considered 
ranges, the surrounding medium does not contribute ap-
preciably to the formation of the magnetic field. 

Physical interpretation. The observed insensitivity 
admits a straightforward physical explanation. In contrast 
to the electric field, which is strongly modulated by the 
dielectric properties of the medium, the magnetic field of 
a power-frequency conductor system is governed primari-
ly by the source current and by the spatial arrangement of 
the conductors. For materials with relative magnetic per-
meability close to unity (soil, plain concrete) and modest 
electrical conductivity, the induced eddy-current response 
at 50 Hz is so weak that it cannot perceptibly redistribute 
the field across spatial scales of the order of metres. A 
simple skin-depth estimate confirms this: at 50 Hz the 
skin depth in soil with ρᵍ = 100 Ωꞏm exceeds 700 m, 
which is about three orders of magnitude larger than the 
characteristic thickness of the soil layer above the tunnel. 
Under such conditions the soil is essentially transparent to 
the time-varying magnetic field, and any back-reaction it 
can produce is negligible. The reinforcement bars intro-
duce locally elevated permeability (μᵣ = 60), but the vol-
ume fraction they occupy and the 250 mm grid pitch are 
far too small for them to act as a continuous high-
permeability shield at the frequency of interest; their con-
tribution shows up only in a slight perturbation of the 
field near individual rods and is not visible at the macro-
scopic observation scales considered here. 

The dramatic growth of B between Layer 1 and Lay-
er 5 confirms the dominance of the geometric factor: the 
flux density follows a Biot–Savart-type decay with dis-
tance from the conductor cluster, and the field on the in-
ner face of the tunnel is several times higher than on the 
ground surface even though the materials filling these two 
zones are entirely different. The visible spatial non-
uniformity in Layer 5 – where the field develops sharp lo-
cal peaks close to each phase wire – is the direct finger-
print of this dependency and could only be removed, in 
principle, by tighter compensation between the phase con-
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tributions. Any meaningful reduction of magnetic expo-
sure above an underground collector should therefore be 
sought through changes of phase geometry – tighter trian-
gular bundles, compensating split-phase arrangements, 
optimal phase transposition – or through dedicated pas-
sive and active screens, rather than through reliance on 
the natural shielding of soil or concrete. The combination 
of geometric optimization with a single layer of conduct-
ing screen typically yields the strongest practical reduc-
tion with the smallest construction overhead. 

Generalization and limitations. The reported in-
sensitivity of the magnetic flux density to the considered 
medium parameters has been established within a clearly 
delimited configuration: 110 kV three-phase line, current 
500 A, tunnel of fixed internal dimensions and reinforce-
ment grid, observation points up to 1 m above the ground. 
Extrapolation of the present conclusions to substantially 
different geometries – for example, larger underground 
vaults with multiple parallel circuits, shielded buses, or 
installations operating at considerably higher currents – is 
not warranted and should be supported by dedicated simu-
lations. Similarly, the model assumes balanced sinusoidal 
currents at the industrial frequency; the influence of har-
monics, of transient overcurrents and of asymmetric 
earth-fault regimes lies outside its scope. Within the de-
clared envelope, however, the results are robust and pro-
vide a defensible quantitative basis for omitting the sur-
rounding-medium parameters in preliminary engineering 
calculations. 

Comparison with normative limits. It is also in-
structive to compare the calculated magnetic flux density 
at the reference point with the public-exposure limits 
adopted by international standards. The ICNIRP guideline 
for the general public at the power frequency of 50 Hz 
sets the reference level at 200 μT, while the more con-
servative occupational reference is 1000 μT. The peak 
value of approximately 1.5 μT registered 1 m above the 
ground in the present geometry is therefore more than two 
orders of magnitude below the public-exposure threshold, 
which means that even significant variations of operating 
current would not bring the field anywhere close to the 
regulatory limit. From the standpoint of human safety the 
underground collector considered here is fully compliant; 
nevertheless, accurate computation of the magnetic field 
remains valuable for electromagnetic-compatibility pur-
poses – in particular for the protection of sensitive elec-
tronic equipment that may be installed at or below the sur-
face in the immediate vicinity of the corridor. 

Implication for instrumentation and surveys. A 
practically important corollary of the obtained results 
concerns the planning of in-situ magnetic-field surveys 
around underground collectors. Since the field above the 
conduit is determined chiefly by the geometric configura-
tion and by the current actually flowing in the line, any 
field measurement must be accompanied by an accurate 
synchronous record of the load current and of the relative 
position of the probe with respect to the tunnel axis. Vari-
ations of soil moisture, seasonal changes of the upper soil 

layer, or differences in the concrete grade between adja-
cent route segments may safely be excluded from the list 
of dominant uncertainty sources within the parameter 
ranges considered. This observation simplifies both the 
design of measurement campaigns and the subsequent in-
terpretation of their results, allowing the survey team to 
concentrate on the truly influential variables. 

Conflict of interest. The authors declare that they 
have no conflicts of interest. 

V. CONCLUSION 

The numerical study reported above quantifies how 
the parameters of the surrounding medium affect the 
magnetic field of a three-phase 110 kV transmission line 
installed inside an underground reinforced-concrete col-
lector. Within the practically meaningful ranges consid-
ered – soil resistivity from 50 to 1000 Ωꞏm and concrete-
wall thickness from 250 to 500 mm – the magnetic flux 
density at the reference point 1 m above the ground and 
along the five analyzed layers of the computational do-
main remains effectively unchanged. The structure of the 
field is determined almost exclusively by the magnitude 
of the phase current and by the geometric arrangement of 
the conductors, whereas the soil and the concrete enve-
lope do not provide measurable magnetic shielding at in-
dustrial frequency. 

It is further established that the flux density depends 
strongly on the position of the observation site relative to 
the conductor cluster: it grows from approximately 1.5 μT 
at the control point to over 10 μT on the inner face of the 
tunnel, with pronounced local maxima around the indi-
vidual phase wires in the plane of the conductors. From 
the engineering point of view this means that the natural 
medium cannot be relied upon as a field-attenuation 
mechanism. Reduction of magnetic exposure above an 
underground collector should be achieved through opti-
mization of phase-conductor geometry or through applica-
tion of dedicated active and passive shielding solutions. 
The obtained results may be used directly for rapid pre-
liminary estimation of magnetic-field levels in newly de-
signed underground transmission corridors without the 
need for detailed soil or concrete characterization. 

From a methodological standpoint, the work also de-
lineates a clear hierarchy of factors that influence the 
magnetic field of underground transmission corridors. 
The dominant role belongs to the magnitude and phase 
distribution of the conductor currents, the second tier is 
occupied by the relative geometric placement of the phas-
es, while the parameters of the surrounding medium – 
within the limits considered – form a tertiary contribution 
that can be reasonably neglected. This hierarchy provides 
a basis for rational prioritization of design effort: detailed 
soil sampling and concrete quality control, although still 
important for thermal and mechanical performance of the 
conduit, do not need to be repeated for electromagnetic 
purposes. The same principle can be applied to the plan-
ning of in-situ field surveys, where the focus should re-
main on the verification of geometric parameters and cur-
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rent loading rather than on the characterization of the me-
dium. 

Further work will be directed at the influence of 
conductor-bundle geometry, varying current load and 
shifted positions of control points on the magnetic-field 
distribution, as well as at the development and experi-
mental validation of efficient shielding strategies tailored 
specifically to compact underground collectors. An addi-
tional line of research will focus on extending the present 
analysis to higher-voltage classes (220 kV and 330 kV) 
and to multi-circuit underground vaults, where mutual 
coupling between adjacent circuits and the resulting redis-
tribution of currents may become a non-trivial source of 
additional field non-uniformity. 
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Мета роботи. Кількісно оцінити, наскільки електрофізичні характеристики навколишнього середовища 
впливають на магнітну індукцію трифазної лінії електропередачі напругою 110 кВ із повітряною ізоляцією, ро-
зміщеної у підземному тунелі, та з’ясувати, чи доцільно враховувати ці параметри під час інженерних оцінок 
магнітного поля на етапі попереднього проєктування міських підземних транзитних трас. 

Методи дослідження. Виконано квазістаціонарне чисельне моделювання магнітного поля промислової ча-
стоти для симетричної трифазної системи проводів типу АС-240/32 зі струмовим навантаженням 500 А. Ро-
зрахункова область декомпонована на п’ять характерних шарів – від простору над поверхнею землі до площи-
ни фазних провідників. Проведено дві паралельні серії розрахунків: у першій варіювався питомий опір ґрунту в 
межах 50–1000 Омꞏм при фіксованій товщині стінки тунелю; у другій – товщина бетонної стінки в межах 
250–500 мм при питомому опорі ґрунту 70 Омꞏм. Контрольну точку розміщено на висоті 1 м над поверхнею 
землі по центру тунелю; крок сканування фазового кута становив 5°.  

Отримані результати. У межах розглянутих діапазонів параметрів ні питомий опір ґрунту, ні товщина 
бетонної стінки не змінюють помітно рівень магнітної індукції ані в контрольній точці, ані всередині жодно-
го з аналізованих шарів. Поле визначається насамперед величиною фазного струму та геометрією розташу-
вання провідників. У контрольній точці максимуми магнітної індукції становлять близько 1,5 мкТл при фазо-
вих кутах приблизно 115° та 295°; на поверхні землі рівень зростає до 2,27 мкТл, на верхній зовнішній поверхні 
тунелю – близько 8 мкТл, на внутрішній поверхні – понад 10 мкТл, а в площині провідників фіксуються локальні 
максимуми поблизу окремих фаз. Отримане значення індукції в контрольній точці більш ніж на два порядки 
нижче за нормований референтний рівень для населення. 

Наукова новизна. Систематично продемонстровано, що для типового підземного бетонного колектора 
напругою 110 кВ ґрунтове покриття та залізобетонна оболонка в розглянутих умовах не забезпечують відчу-
тного послаблення магнітного поля на промисловій частоті. Поширене припущення про природну екрануючу 
роль цих середовищ у межах досліджених параметрів кількісно не підтверджується. Встановлено ієрархію 
чинників впливу на рівень магнітного поля підземної траси: домінуючими є струмове навантаження та геоме-
трія фазної системи, тоді як параметри середовища складають незначний внесок, яким можна знехтувати. 

Практична цінність. Отримані результати дозволяють відмовитися від детальної характеризації влас-
тивостей ґрунту й бетону при попередніх оцінках магнітного поля над підземними колекторами та зосереди-
ти інженерні зусилля на оптимізації геометрії розташування фаз або на застосуванні спеціалізованих актив-
них і пасивних екрануючих рішень як єдиних практично ефективних шляхах зниження магнітної індукції в ком-
пактних підземних трасах. 

Ключові слова: електроенергетика, магнітна індукція; підземний колектор; повітряна ізоляція; питомий 
опір ґрунту; залізобетонний тунель; геометрія фазних провідників; чисельне моделювання; електромагнітна 
сумісність. 
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КАЧАН ЮРІЙ ГРИГОРОВИЧ 

(17.02.1947 – 27.04.2026) 

 

Колектив кафедри електропостачання 
промислових підприємств з глибоким сумом 
сповіщає про смерть (27 квітня 2026 року) ви-
датного вченого, доктора технічних наук, про-
фесора Юрія Григоровича Качана. Юрій Гри-
горович був відомим фахівцем у галузі автома-
тизованих систем керування та енергетичного 
менеджменту.  

Він народився 17 лютого 1947 року у м. 
Тернопіль. Закінчив Дніпропетровський гірни-
чий інститут (1968), де відтоді й почав працю-
вати. Його науково-педагогічна діяльність бу-
ла тісно пов’язана з багатьма провідними тех-
нічними закладами вищої освіти України. Так, 
у 1977-1992 роках він працював у Донецькому 
гірничому інституті на посаді завідувача кафе-
дри прикладної математики і технічної кібер-
нетики (1984-1986 рр.), а після захисту доктор-
ської дисертації в 1990 р. та присвоєння вчено-
го звання професора у 1991 р. – професором 
кафедри автоматизації технологічних процесів 
(1990-1992 рр.).  

Значну частину свого життя присвятив За-
порізькій державній інженерній академії (1972-
1997 рр. та 1992-2018 рр.), де обіймав посадо 
професора, проректора з навчальної роботи і 
комерції, проректора з навчально-виховної ро-
боти, а також завідувача кафедр електроенер-
гетики та електротехніки й енергетичного ме-
неджменту. 

З 2019 року Юрій Григорович працював у 
Національному університеті «Запорізька полі-
техніка» на кафедрі електропостачання проми-
слових підприємств, де передавав свій багато-
річний досвід студентам, аспірантам і колегам. 
Під його наставництвом путівку в наукове 
життя отримали близько 30 кандидатів та 3 
доктори наук. Юрій Григорович є автором по-
над 900 наукових праць, одного підручника, 
трьох навчальних посібників та трьох моног-
рафій, отримав 30 свідоцтв на винаходи. 

Багато років він був членом спеціалізова-
них рад Д 26.249.01 при Інституті відновлюва-
ної енергетики НАН України (м. Київ) та Д 

08.080.07 при Національному технічному уні-
верситеті «Дніпровська політехніка» (м. Дніп-
ро) з захисту кандидатських та докторських 
дисертації за спеціальностями, що відповіда-
ють галузі 14 «Електрична інженерія». 

Основними науковими інтересами Юрія 
Григоровича були розробка технічних і про-
грамних засобів оптимізації технологічних та 
технічних об’єктів, зокрема енергетичних 
комплексів та систем електроспоживання за 
економічними критеріями; удосконалення ме-
тодології промислового енергоменеджменту на 
основі інформаційних технологій. 

Юрій Григорович був не лише висококва-
ліфікованим вченим, але й талановитим педа-
гогом, мудрим наставником і шанованим коле-
гою. Світла пам’ять про Юрія Григоровича 
Качана назавжди залишиться в серцях колег, 
учнів і всіх, хто його знав. Висловлюємо щирі 
співчуття рідним і близьким покійного. 

 

 




